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前回，Holstein-Primakoff変換まで話を進めた．どのようなアプローチでスピン波を扱っているのか，若干説明不
足だったかもしれないので，付録 10Aで若干加筆した．

Holstein-Primakoff変換のような不思議なものを導入する必要は，今相手にしている量 (スピン)が，電子の位置な
ど古典力学で正準座標とみなされるような量とは異なるため，場の量子論の一般論がそのまま適用できないことから
生じている．このような量子化の問題点は，色々指摘されており [1]，特に，式 (5.72)で本来 nは 2S までしか存在
しないはずであるが，この式の形では，2S を超えて定義することが可能になる点が問題とされている．この時，拡
張された関数空間と，本来の物理関数空間との間には行列要素が存在しないことが証明されている [2]．ただし，こ
れはすべてを正確に扱った場合であり，近似を行うとその限りではないので，やはり注意は必要である．nの小さな
ところで扱う場合は数学的な問題はない．

Holstein-Primakoff法を Heisenberg模型に適用すると，ボソン集合化はされるものの，式 (5.73)の非線形項の影響
によってボソン間に相互作用が生じる．これを調和振動子の和に近似するには，相互作用を無視するように，以下の
ように近似する．式 (5.73)を展開して

Ŝj+ =
√
2S

(
1−

a†jaj

4S
+ · · ·

)
aj ,

Ŝj− =
√
2Sa†j

(
1−

a†jaj

4S
+ · · ·

)
 (5.74)

として，Heisenberg模型に代入し，

H = −2
∑
⟨i,j⟩

JijŜi · Ŝj = −2
∑
⟨i,j⟩

Jij{ŜizŜjz + (Ŝi+Ŝj− + Ŝi−Ŝj+)/2}

= −2
∑
⟨i,j⟩

Jij

[
S2 − S(n̂i + n̂j) + S(a†iaj + a†jai) + n̂in̂j −

1

4
a†ia

†
jajaj −

1

4
a†ja

†
jajai + · · ·

]
. (5.75)

となる．n̂i = a†iai である．ここで，ai，a†i の２次までを取り，4次以上の項を省略する．

H = −2
∑
⟨i,j⟩

Jij [S
2 − S(n̂i + n̂j) + S(a†iaj + a†jai)] (5.76)

これは，S が入った項のみ拾う近似でもある．
a†j，aj の Fourier変換 a†q，aq を

aq =
1√
N

∑
j

aj exp(iq · r),

a†q =
1√
N

∑
j

aj exp(−iq · r)

 (5.77)

で定義し，上記 Hamiltonianに代入すると，

H = −2
∑
⟨i,j⟩

JijS
2 + 2

∑
q

[J0 − Jq]Sa
†
qaq

= E0 +
∑
q

ℏωqa
†
qaq (5.78)

となって，相互作用のないスピン波の集合として書けている．高次の項を順次取り込むことで，相互作用を低次から
考えていくこともできる．このようにボソンとして量子化したスピン波をマグノン (magnon)と呼ぶ．
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5.8.3 マグノンと低温の諸量

式 (5.76)の近似で見たように，独立なマグノン近似はマグノン間の相互作用を無視したことに相当する．従って，
温度が高く多数のマグノンが励起されている状態では，近似が悪くなる．そこで，低温領域での物理量に対するマグ
ノンの寄与を考える．磁化は，磁場を z 向きに取っているので，

M = µ

⟨∑
i

Siz

⟩
= µSN − µ

∑
i

⟨a†iai⟩ = µSN − µ
∑
q

n(ϵq) (5.79)

である．ここで，
n(ϵ) =

(
exp

ϵ

kBT
− 1

)−1

(5.80)

は，ボース分布関数である．式 (5.78)より，ℏϵq = 2S(J0 − Jq である．交換相互作用が最近接のみに働き，その大
きさが J であるとする．最近接サイト間距離を aとし，正方格子で考えることにして，考えている q ベクトルの方
向を格子方向に取ると，

ℏϵq = 2S(J0 − Jq) = 2SJ{2− [exp(iqa) + exp(−iqa)]} ≃ 2SJ

[
2− 2

(
1− (qa)2

2

)]
= 2SJ(qa)2 (5.81)

である．以上より，ボース分布関数の低温漸近形を使って

M = µN

[
S − ζ

(
3

2

)(
kBT

8πJS

)3/2
]

(5.82)

と書くことができる．ここで，ζ(x)はリーマンの ζ-関数で，ζ(3/2) ≈ 2.61である．
次に，低温比熱を考える．内部エネルギーは，やはり低温漸近形と分散関係により

U = E0 +
∑
q

n(ϵq) = E0 + 12πJSNζ

(
5

2

)(
kBT

8πJS

)5/2

. (5.83)

これより，比熱は
C =

∂U

∂T
=

15

4
NkBζ

(
5

2

)(
kBT

8πJS

)3/2

(5.84)

と求められる．

5.8.4 反強磁性スピン波

次に反強磁性について同様に考える．5.5節と同様に，反平行秩序状態を持つ A，B副格子を考える．各副格子内
では強磁性的であると考えれば，A副格子内では式 (5.73)の Holstein-Primakoff変換が使えると期待される．A副格
子を伝わるマグノンがあったとして，B副格子も当然これに影響され，z 軸周りの歳差運動が伝わると思われる．し
かし，B副格子に関しては，有効磁場の向きが逆であるから，本来の歳差運動の回転方向は逆であり，結局 2種類の
マグノンが相互作用をする形になっていると考えられる．
そこで，B副格子では，別種の bosonを考えることにし，こちらについては，A副格子と逆向きが基底状態である
から，サイト j の bosonの生成消滅演算子を b†j，bj と置き，真空状態としては |0⟩B = |−S⟩を考えるべきである．
従って B副格子のサイト j (j ∈ B)について

Sjz = −S + b†jbj ,

Sj+ = b†j

√
2S − b†jbj ,

Sj− =
√

2S − b†jbjbj

 (5.85)
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という変換を行う．
強磁性の場合と同様に，(5.73)と (5.85)を反強磁性 Heisenberg模型に代入して boson演算子の 2次までで落とす
近似を行うと，

H = −αz|J |NS2 + 2|J |S
∑
⟨i,j⟩

(a†iai + b†jbj + aibj + a†i b
†
j), (5.86)

ただし，i ∈ A，j ∈ Bである．ai, bj の Fourier変換を

ai =

√
2

N

∑
q

aq exp(−iq · ri),

bj =

√
2

N

∑
q

bq exp(−iq · rj)

 (5.87)

と書き，Hamiltonianを

H = −αz|J |NS2 + 2αz|J |S
∑
q

[a†qaq + b†qbq + γ(q)(a†qb
†
q + aqbq)] (5.88)

と変換する．ただし，γ(q)は
γ(q) = α−1

z

∑
ρ

exp(−iq · ρ) (5.89)

と定義され，ρは１つのスピンと相互作用をするスピンとを結ぶベクトルである．
この Hamiltonianの対角化のために次の Bogoliubov変換と呼ばれる変換 (aq, bq) → (αq, βq)を導入する．

aq = cosh θqαq − sinh θqβ
†
q,

bq = cosh θqβq − sinh θqα
†
q.

}
(5.90)

(αq, βq)は次の boson交換関係を満たしている．

[αq, α
†
q] = 1, [βq, β

†
q] = 1, [αq, βq] = [α†

q, β
†
q] = 0. (5.91)

Hamiltonianを書いてみると，

H = −αz|J |NS2 + 2αz|J |S
∑
q

[(cosh 2θq − γ(q) sinh θq)(α
†
qαq + β†

qβq + 1)

− 1− (sinh 2θq − γ(q) cosh 2θq)(αqβq + α†
qβ

†
q)] (5.92)

であるから，最後の非対角項が消えるためには

sinh 2θq/ cosh 2θq = tanh 2θq = γ(q) (5.93)

と θq を選べばよい．こうして，対角化 Hamiltonian

H = −αz|J |NS2 + 2αz|J |S
∑
q

[(
√

1− γ(q)2 − 1) +
√
1− γ(q)2(α†

qαq + β†
qβq)] (5.94)

が得られる．
式 (5.94)で演算子のついていない最初の 2項は基底状態のエネルギーで，第１項は最初からある Néel秩序状態の
エネルギー，これに対して対角化で出てきた第 2項は，マグノンのゼロ点振動の寄与と解釈することも可能である．
すなわち，古典的な Néel秩序状態は，強磁性の場合と異なり量子力学的な基底状態ではなく，反強磁性相互作用を通
して Sjz = S, S − 1, · · · ,−S という状態間に混じりが生じて，この摂動のためにエネルギーが下がる．この分，副
格子磁化すなわち，サイトあたりのスピンの期待値が基底状態ではフルの S から若干縮んでいる (エネルギーの低下
はこのため，とも言える）．その「縮み具合」は

⟨Sjz⟩ = S − 2

N

∑
q

sinh θq = S − 1

N

∑
q

(
1√

1− γ(q)2
− 1

)
(5.95)
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である．下の表に，やや進んだ近似により計算されたスピンの「縮み」(⟨Sjz⟩ = S −∆で定義される ∆)，およびエ
ネルギーの変化 (E0 = N |J |αzS(S + ϵ)で定義される ϵ)を，簡単な格子形について計算した結果 ([3])を示す．

Lattice Square Simple Cubic Body Centered Cubic

∆ 0.917 0.078 0.0593

ϵ 0.158+0.0062S−1 0.097+0.0024S−1 0.073+0.0013S−1

式 (5.94)の最後の 2項が表している反強磁性マグノンは，A，B副格子の同等性を反映して，縮退している．その
分散関係は

ϵq = 2αz|J |S
√
1− γ(q)2 (5.96)

である．単位胞幅 aの単純立方格子について式 (5.89)により γ(q)を計算すると，長波長極限で

ϵq = 2
√
2αz|J |Saq (5.97)

となり，線形の分散関係を持っている．
実験にかかりやすい量として，比熱を考えよう．強磁性の場合と同様，内部エネルギーを考えると，最低エネル
ギー状態を与える最初の 2項を E0 として，単純立方格子の場合，

U = E0 +
π2

15
N

(
kBT

2
√
2αz|J |S

)3

kBT (5.98)

と求められる．これから得られる比熱，また 1次元，2次元の場合などについて，次の表にまとめられている [3]．

Lattice 1D Chain 2D Square Lattice 3D Simple Cubic

− E0

αz|J |NS2
1+0.363S−1 1+0.158S−1 1+0.097S−1

C

NkB

2π

3

(
kBT

2αz|J |S

)
14.42

π

(
kBT

2αz|J |S

)2

4
√
3
π2

5

(
kBT

2αz|J |S

)3

∆S Diverge 0.197 0.078

マグノンを考えるのは，低温からの熱揺らぎの効果を正確に扱うことが第一義であった．特に反強磁性体の場合，
現実の物質でも理論模型に近いものが存在し，その性質を簡単な模型で説明できるかどうかが大切な問題である．図
5.8 に有機反強磁性体 κ-(BETS)2FeBr4 (BETS = bis(ethylenedithio)tetraselenafulvalene) の結晶構造と比熱を示した

図 5.8 κ-(BETS)2FeX4 の結晶構造と低温比熱．左：(a) BETS の分子構造．(b) b 軸方向から見た結晶の様子．
BETS分子が交互に傾いて並んでいる．(c) c軸から見た結晶の様子．右：X=Brの試料の低温磁気比熱．高温の
振舞いからフィットした，フォノンの T 3 の寄与を黒線で示している．挿入図は，縦軸を CpT

−1，横軸を T 2 で
プロットしたもの [4]．
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[4]．この物質は，本来は本章の主題である磁性絶縁体ではなく，伝導は金属的で，低温では，TN =2.47 Kで反強磁
性体となり，更に 1.1 Kで超伝導に転移する．左図の結晶構造にあるように，比較的小さな分子が並んだ構造をとっ
ており，ab面内は π結合で比較的電子が広がっており，これが c軸方向に積層されている．反強磁性を担うのは，Fe

の S =5/2の 3dスピンであり，ただし，相互作用は，d同士の Jdd と，π を介する Jπd があるとされる．
図 5.8の右図が比熱の測定結果であり，TN で非常にシャープな立ち上がりが見られる．これは，5.3節の図で示し
た TC での「飛び」に対応する．挿入図は T 2 に対して Cp/T をプロットしたものである．通常の金属の持つ温度に
比例する電子比熱 (∝ T )，温度の 3乗に比例する格子比熱 (∝ T 3)の和で，Cm = AT +BT 3 と書けたとすると，こ
のプロットでは，Cm/T = A+ BT 2 となり，この寄与は直線で表される．高温側でフィットした結果から，電子の
寄与が大変小さいことがわかる．TN より低温側では，T 2 的に変化しているように見える．というのは，超伝導によ
る寄与は無視できる状態で，上記プロットに若干の「上に凸」カーブが見られるためである．これは一応，上記の表
の 2次元と定性的には一致しているように思われる．ただし，この論文では，特に高温側は反強磁性１次元鎖の理論
に合っている，としている．

5.8.5 南部-Goldstoneの定理とスピン波

Heisenberg模型において，強磁性転移を説明した際に，自発的対称性の破れの概念の説明を行った．典型的な連続
な相転移においては，何らかの対称性が破れ，それと同時に何らかの秩序が生じる，
南部-Goldstoneの定理は次のようにまとめられる．
南部-Goldstoneの定理� �
物理系の対称性が自発的に破れると，長波長極限でエネルギー (ギャップ)がゼロとなる励起が存在する．� �

「質量ゼロの励起」と表現される場合もある．上記メッセージと同じと考えれば，静止エネルギー E = mc2 でギャッ
プレスにより E = 0，したがってm = 0ということになる．
このことは，強磁性転移では直観的な理解が可能である．5.2 節の現象論では図 5.2(a)→(b) のように，自由エ
ネルギー F (M) に 2 つの極小が現れて自発的対称性の破れが生じることを説明した．ところが，例えば 2 次元
Heisenberg模型は等方的であるから，仮にM = (Mx,My) = (M0, 0)に最初いたとしても，(M0 cos θ,M0 sin θ)状
態は，図 5.9右パネルに示したように θによらず同じ自由エネルギー状態で，ゼロエネルギーで状態間を遷移できる．
黄色い線で示したこのような運動が，南部-Goldstone (NG)モードである．これは，マクロな磁化全体が回転してお
り，長波長極限の運動とみることができる．
本節で，スピン波 (マグノン)を導入した際，各サイトのスピンの歳差運動周波数は内部磁場で決まっていたが，マ
グノンはこれら歳差運動の位相差によって波数が決まるため，長波長極限を取ることができ，長波長極限では位相差

図 5.9 左：回転対称性を持った系の状態．マクロな磁化 ((Mx,My)平面)がゼロの状態が自由エネルギーF が
最低状態．右：自発的対称性の破れが発生し，秩序パラメーター (マクロな磁化)が生じた状態．F を最低にする
状態が連続的に現れ，エネルギーなしに遷移できる (南部-Goldstoneモード)．
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はゼロでスピンはすべて向きをそろえて歳差運動を行っている状態である．すなわち，図 5.9右パネルのような，縮
退基底状態をつなぐ南部-Goldstoneモードであるということができる．強磁性マグノンの場合，分散関係は式 (5.81)

のように波数 q の 2乗に比例する．一方，反強磁性マグノンでは，式 (5.96)のように波数に比例している．後者の
ようなものを type-A，前者のようなものを type-B の NG モードと呼ぶことがある．一方，Nielsen-Chadha[5] は，
ℏω ∝ k2n+1 の場合を type-I，ℏω ∝ k2n の場合を type-IIと呼んでいる．
以上は，素粒子の質量の獲得に関して超伝導 BCS理論をモデルにした南部陽一郎の考えに端を発したものである
ことはすでに述べた．ここから素粒子の標準理論が大発展を遂げることは皆の知る通りである．また，物性理論にお
いても Andersonに “Basic notions”の中でも中心的なコンセプトとして紹介されるほど大切なものとなった [6]．そ
れでも，NGモードの基礎的な部分で十分に理解されていない問題が沢山あり，最近になっても重要な発見があるの
は誠に驚くべきことである．一例としては，素朴な NG定理においては，破れた対称性の数 NBS と NGモードの数
NNG が等しくなる (NBS = NNG) はずであるが，極めて簡単な例でも成立していない場合が沢山ある．例えば，3

次元の強磁性転移の場合でも，２軸の回転対称性を破っているので NBS = 2であるが，単純強磁性マグノンの NG

モードは 1種類で，NNG = 1である．これについては，Nielsenらによる先駆的な仕事 [5]などを下敷きに，渡辺・
村山 [7]，および日高 [8]により 2012年に満足すべき解答が得られた．これは，NG定理の一般化と呼べるもので，
ごく簡単に言うと，type-Iと type-IIの NGモードの数をそれぞれ NI，NII とすると，

NI + 2NII = NBS

である．詳細は，レビュー論文 [9]などを参照のこと．

5.9 マグノンに関連した実験

前節で見たように，マグノンは基底状態からの励起で，磁性体の有限温度でのマクロな諸量を考えるために考案さ
れた素励起である．しかし，最近では，マグノンの波動や波束，粒子的な側面を調べたり，本来スピン波近似が良く
ないとされていた密度の高い非線形領域でソリトン励起を調べたり，ボース-アインシュタイン凝縮を考える，といっ
た，元来の近似を超えた領域での物理学が大きな広がりを見せるようになった．「マグノニクス」という言葉まで誕
生し，量子情報処理に使用することが真剣に検討されている [10]．レビューも [11]など沢山出ており，成書も相当
数見つけることができる [12]．
ここでは，古いが現状の基礎になっている実験を中心に簡単に紹介しておく．

5.9.1 中性子散乱によるマグノン分散関係の測定

中性子散乱は，古くから微視的な磁気構造の測定手段として使用され，現在でも原子分解能を持つ確かな実験手法
として最も強力なものであると言って差し支えない．特に，マグノンの分散測定に関しては，非弾性散乱が使用さ
れた．
原子の持つ電子の磁気モーメント µe と中性子の磁気モーメント間の相互作用を

Hint = −µe ·Bn (5.99)

と書く．ここで，
Bn = rot

(
µn × r

r3

)
(5.100)

は，中性子の磁気モーメント µn がつくる磁場で，r は電子と中性子を結ぶベクトルである．中性子がこのような相
互作用によって

ℏk −→ ℏ(k − q) (5.101)

のように散乱されたとする．この時のエネルギー変化は

∆E =
ℏ2

2M
(−2k · q + q2) (5.102)
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図 5.10 (a)，(b) MnF2，FeF2 の (異方性磁場を取り入れた)計算による，マグノンの分散特性．[12]より．右パ
ネル：中性子非弾性散乱の飛行時間法で測定したMnF2 のマグノンの分散特性．[13]より．

である．ごく単純には，適当なエネルギーの中性子を照射し，散乱された中性子のエネルギー (運動量)と角度とを測
定することでこの２つによって一定の情報が得られる．これが (∆E ̸= 0 の場合) 中性子の非弾性散乱 実験である．
一方，式 (5.102)において，∆E =の弾性散乱の場合は，中性子の波動としての性質，回折が重要になる．
マグノンの分散特性を調べるのに使用されるのは，非弾性散乱法であり，上記，(5.101)と (5.102)の情報を得るた
めに，飛行時間 (time-of-flight, TOF)法が良く使用される．図 5.10は，TOF法を用いて MnF2 のマグノン分散関係
を調べたもの [13]で，左の (a)の異方性磁場を取り入れた分子場近似の計算と良い一致を示している．

5.9.2 マグノンのボース-アインシュタイン凝縮

マグノンを生成消滅演算子を使って導入した過程を思い出すと，Sz = S の |S⟩状態を真空 |0⟩F として (添え字の
Fは Fock空間を表すものとして付けてみた)，nだけ減った状態 |S − n⟩を |n⟩F とした．既に述べたように，定義
から nがマイナスの状態は存在しないが，単純に生成演算子を演算することでプラス側には nは無制限に増加する．
しかし，現実には，Sz は，−S までしか取ることができない．n = 2S を超えた関数空間とは近似なしの正確な理論
であれば遷移行列要素がなく，問題は生じない．このことは，強磁性マグノンの生成消滅演算子はボソンの交換関係
を示してはいても，「ひとつの状態が無限に粒子を収容できる」というボソンの統計的な性質がキーになる現象にお
いては，これが本当に生じるかどうかは問題である．この意味で，マグノンの統計は完全なボース統計ではなくパラ
統計と呼ばれるものである [14]．
ボース統計に特徴的に現れる現象の代表がボース・アインシュタイン凝縮 (Bose-Einstein Condensation, BEC)であ
る．これについては，付録 10Bに簡単に紹介した．ヘリウムの超流動，レーザー冷却された原子気体の BECがその
代表である．これらについても，粒子間に相互作用は存在するので，付録に示した単純 BECとは全く同じではない．
また，フェルミオンが緩く結合した対が凝縮する超伝導なども類似現象である．マグノンも，パラ統計ではあるかも
しれないが，「ハードコアを持つボソン」として考え，BECの類似現象が起こる可能性がないわけではない．ただ，
例えば，磁化の計算 (5.79)などを見てもわかる通り，熱平衡状態では素励起の場合温度低下と共に粒子数も減ってし
まい，最も単純な BECの条件である，(平均ド・ブロイ波長)=(平均粒子間距離) (式 (10B.3))を満たすのは一般に困
難である．そこで，マイクロ波を使って特異的にマグノンを大量に励起し，マグノン系の温度だけが下がった非平衡
系での BECを観測する実験が行われている [15]．このように励起されたマグノン系による光のブリュアン散乱を調
べ，その線幅が異常に狭くなる現象を調べている．
それが熱平衡状態で観測された，という例を紹介しよう [16, 17]．上記のような事情で，ベースとなる磁性体もか
なり特殊なものである．TlCuCl3 という化学式で表される化合物で，磁性イオンが 2個ずつ一種の対 (ダイマー)に
なって反強磁性的に結合している．この対の状態は，付録 3B で見たように，シングレット |0, 0⟩ とトリプレット
(|1,−1⟩ , |1, 0⟩ , |1, 1⟩)があり，反強磁性結合によりシングレットが基底状態で励起状態との間にはエネルギーギャッ
プ (スピンギャップ)がある．磁場により，|1, 1⟩のエネルギーが下がって，磁場誘起転移が生じ，磁性が発生する．
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(a) (b)

図 5.11 TlCuCl3 で磁場中で調べられた，(a)帯磁率の温度変化 [16]，(b)中性子回折での，ブラッグ反射 (1,0,−3)
の強度の温度変化 [17]．右軸に示したように，1サイトあたりの磁気モーメントの垂直成分の 2乗に比例する．

この系では，この |0, 0⟩と |1, 1⟩のエネルギーが接近した時，|1, 1⟩状態が隣接するダイマー状態に伝播していく励起
状態がマグノンである．この例で明瞭にわかるように，マグノンの伝播はスピン角運動量の伝播でもあり，スピン角
運動量の流れ–スピン流 (spin current)をもたらすものである．
このような系で，マグノンの BECを考慮しない場合の磁化の振舞いは，高温域を良く説明する理論が作られてお
り [18]，ダイマーの反強磁性秩序状態への横方向磁化は，磁場誘起相転移後に温度に対して変化しないことを予言し
ている．が，実験では，図 5.11(a)のように，低温に向かって一旦減少した磁化が，相転移点付近で反転し増加して
いる．マグノン BEC理論では，|0, 0⟩と |1, 1⟩の混在系に秩序が生じて横方向磁化が生じるために低温へ向かって増
大する，として実験を説明できる [16]．更に図 5.11(b)のように，中性子回折を使い，実際にそのような秩序が生じ
ていることが確認された [17]．以上から，やや特殊ではあるが，マグノンの BECが観測できた，とされている．

付録 10A：スピンの集団運動

強磁性状態は，スピン全体の方向が揃っていて，原子が格子を組んで自由度数が大幅に減少して極端には重心運動
に束ねられてしまうのと同様，そのダイナミクスを集団運動として記述することが可能である．一方，格子には格子
振動があるのと同様，基底状態からの励起として，やはり一種の集団運動が考えられ，フォノンのようにそれを更に
量子化することが考えられる．
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図 10A.1 各スピン間で歳差運動の位相が δ だけ
異なっている場合の模式図．

10A.1 磁化の集団運動

全磁化
S =

∑
i

Si (10A.1)

に対して，Heisenberg運動方程式
iℏ
∂S

∂t
= [S,H ] (10A.2)

を考えると，これは式 (2.11) と形式的に同じであり，ラーモア歳差運動を表している．全磁化ベクトルについて，
EPR の項で見たような共鳴実験を行うことができ，強磁性共鳴 (ferromagnetic resonance, FMR) と呼ばれている．
FMRからは，強磁性やスピン波などに関する様々な情報を得ることができる．
次に，スピンの歳差運動の位相が，少しずつシフトしているものを考えよう．上の全磁化の運動は，この運動の長
波長極限と考えることもできる．強磁性磁化と外部磁場の向きを z に取り，

Six = A cos(ω0t+ θi), Siy = A sin(ω0t+ θi) (10A.3)

として，θi が iに対してシフトしていく状況を考える．これを扱う際に，複素数とした方が便利である．その上で，
Fourier変換，逆変換

Sqx =
1√
N

∑
j

Sjz exp(−iq · rj), Sjx =
1√
N

∑
q

Sqx exp(iq · rj) (10A.4)

を導入する．
Heisenberg Hamiltonian H = −2J

∑
⟨i,j⟩ Ŝi · Ŝj に (10A.2)を使用することで，次が得られる．

iℏ
∂Sqx

∂t
=

4i√
N
J
∑
⟨i,j⟩

SiySjz exp(−iq · ri){1− exp[iq · (ri − rj)]} (10A.5a)

iℏ
∂Sqy

∂t
= − 4i√

N
J
∑
⟨i,j⟩

SixSjz exp(−iq · ri){1− exp[iq · (ri − rj)]}. (10A.5b)

J の Fourier変換を
Jq =

∑
j

J exp[iq · (ri − rj)] (10A.6)

とする．上記で相互作用は ri − rj にのみ依存するとして，iは適当に取り，j についての和を考えればよい．更に，
上では最近接相互作用のみ考えていたので，最近接の和のみ取ることになる．ここで，スピンの z 軸からの傾きが小
さいとして，上の 2式で Sjz を S とする．すると，

ℏ
∂Sqx

∂t
= 2[J0 − Jq]SSqy, (10A.7a)

ℏ
∂Sqy

∂t
= −2[J0 − Jq]SSqx. (10A.7b)

これはもちろん，式 (5.68) (の B = 0としたもの)に他ならない．
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付録 10B：ボース・アインシュタイン凝縮

Bose-Einstein Condensation　 (BEC) *1: 自由度間の相互作用によらない相転移（量子統計力学的相転移）と呼ばれ
ている．
相互作用による相転移は直感的にわかり易い面があるが，相転移は必ずしも相互作用を要するものではなく，様々
な要因のせめぎ合いによって「相」の変化が起こることがある．その代表が BECである．
ボース系の場合，粒子間の力に相当する相互作用は存在しないにもかかわらず，その統計的な性質から同じ状態に
できるだけ多数の同種粒子が入ろう，とする傾向が生じる．２粒子の場合について考えてみよう．２粒子系の場合波
動方程式の解を ψ(x1,x2)とすると，系の波動関数 Ψ(x1,x2)は

Ψ(x1,x2) =
1√
2
[ψ(x1,x2) + ψ(x2,x1)] (10B.1)

と対称化される．したがって，(x1,x2)が得られる確率は

|Ψ(x1,x2)|2 =
1

2

[
|ψ(x1,x2)|2 + |ψ(x2,x1)|2 + ψ(x1,x2)

∗ψ(x2,x1) + ψ(x1,x2)ψ(x2,x1)
∗] (10B.2)

となって，x1 = x2 という条件に対して，後半の２つの干渉項が強調する効果を持つことがわかる．低温で λ ∼ lと
なったとき，結局この傾向を満足するためには k = 0の状態に粒子が入り込む必要があることから BECが発生する．

Ek =
p2

2M
= kBT : Bose統計

∆p ∼
√
MkBT

∴ λ =
h

∆p
∼ h√

MkBT
(10B.3)

すなわち，温度が下がると系を代表するドブロイ (de Brogli)波長は
√
T に反比例して長くなる．波動関数の空間的

なオーバーラップが大きくなると，同種粒子はお互いに区別がつかなくなり，全系の波動関数は粒子の交換に対し
て対称 (Boson)になろうとする．結果，ある温度を境として，位相空間 (r,p)内での凝縮が起こる．これが BECで
ある．

10B.1 理想気体のボース・アインシュタイン凝縮

spin 0の理想 Bose気体を考える．Bose分布

f(ϵ) =
1

e(ϵ−µ)β − 1
(β ≡ (kBT )

−1) (10B.4)

で，µ = 0を次のように定義しよう．T = 0では (10B.4)より基底状態にすべての粒子が落ち込む．そこで，

µ(T = 0) = 0 (10B.5)

とする．有限温度では，系の粒子数を N とすると，

N =
∑
i

f(ϵi)

であるから，
N →

∫
f(ϵ)D(ϵ)dϵ (?)

*1 BECという略記は，Bose-Einstein Condensationと Bose-Einstein Condensate（ボース・アインシュタイン凝縮体）の両方に使われる．紛
らわしいようだが，使ってみるとそれ程混乱することはない．
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としたいところである．この時，基底状態の粒子数 N0 は

N0 =
1

e−µβ − 1
∼ 1

−µβ
= −kBT

µ
→ µ ∼ −kBT

N0
(10B.6)

となるはずである．この線に沿って計算すると，３次元理想気体では，

ϵ(k) =
ℏ2k2

2m
より D(ϵ) =

m3/2V√
2π2ℏ3

√
ϵ (10B.7)

であるから，
N =

V m3/2

√
2π2ℏ3

∫ ∞

0

√
ϵ

e(ϵ−µ)β − 1
dϵ =

(mkBT )
3/2

√
2π2ℏ3

V

∫ ∞

0

√
x

ex−α − 1
dx (10B.8)

である．ただし，x ≡ ϵβ，α ≡ µβ とした．ここで，定積分の部分を I(α)と書くことにすると，I は

I(0) =

∫ ∞

0

√
x

ex − 1
dx =

√
π

2
ζ

(
3

2

)
∼ 2.6 (10B.9)

で，α < 0に対して，αの絶対値が大きくなると減少する関数である．したがって，T → 0で (10B.8)の N のとり
得る最大値はどんどん小さくなってしまい，数え落としているものがあるのは明らかである．もちろん，これが基底
状態に落ち込むマクロな粒子数である．

(10B.8)から
I(α) =

√
2π2ℏ3

(mkBT )3/2
N

V

であるから，これが，(10B.9)を超える低温で異常（基底状態の粒子数増加）が起こる．この臨界温度 Tc は

T < Tc ≡
2πℏ2

mkB

[
N

ζ(3/2)V

]2/3
(10B.10)

と見積もられる．
ここで，l ≡ (V/N)1/3 は粒子間の平均距離であるから，(10B.10)は数係数を無視すると，

l =
h

ζ(3/2)
√
2πmkBTc

∼ λ(T = Tc) (10B.11)

である．すなわち，Bose-Einstein凝縮は，平均の de Broglie波長が粒子の平均間隔程度になった時に起こることが
わかる．
Tc 以下では，基底状態の粒子数 N0 を入れて

N =
V m3/2

√
2π2ℏ3

∫ ∞

0

√
ϵ

e(ϵ−µ)β − 1
dϵ+N0 (10B.12)

とする．(10B.6)より，T < Tc では N0 がマクロな数となるため µ = 0である．したがって，

N0 = N − V m3/2

√
2π2ℏ3

∫ ∞

0

√
ϵ

eϵβ − 1
dϵ = N

[
1− V

N

(mkBT )
3/2

√
2π2ℏ3

I(0)

]
= N

[
1−

(
T

Tc

)3/2
]

(10B.13)

ちょうど，強磁性転移で転移点以下で自発磁化が急速に有限の値を獲得するのと同じである．
T < Tc で系の全エネルギーを計算する．

E =
V m3/2

√
2π2ℏ3

∫ ∞

0

ϵ3/2

eβϵ − 1
dϵ (10B.14)

ここで T < Tcでは
∫ ∞

0

x3/2

ex − 1
dx =

3
√
π

4
ζ

(
5

2

)
より

E =
3

2
ζ

(
5

2

)( m

2πℏ2
)3/2

V (kBT )
5/2 (10B.15)
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図 10B.1 理想ボース気体の定積比熱の温度依存性．Tc

はボース・アインシュタイン凝縮の転移温度．

これより，定積熱容量は
Cv =

15

4
ζ

(
5

2

)( m

2πℏ2
)3/2

V k
5/2
B T 3/2 (10B.16)

となる．
Cv は Tc でカスプを示し，これが相転移であることを示している．

10B.2 ボース誘導

すでに，??節で 2粒子について述べたことと本質的に同じであるが，BECやレーザー発振などで，あたかも「駆動
力」のような役割を果たしているボース誘導 (bosonic stimulation)について，N 粒子について見ておこう．ボース粒
子系で，1粒子状態 φini にある粒子が摂動を受けて別の 1粒子状態 φfin に遷移する過程を考える．φfin がすでに N

個の粒子で占有されている場合，遷移確率は φfin がまったく空の場合に比べてどうなるか，が問題である．始状態を

ψ
(i)
+ (r1, · · · , rN+1) =

1√
(N + 1)N !

∏
l nl!

N∏
m=1

R̂m,N+1det
(+){φi(rj)}φini(rN+1) (10B.17)

と表す．det(+) は，行列式の各項の符号をすべて +にしたもので，パーマネントと呼ばれる．終状態 ψ
(f)
+ は φini を

φfin と交換することで得られる．摂動ハミルトニアンの行列要素を ⟨φfin|Ĥ1|φini⟩ = aとする．
φi (i ≤ N)が φfinと直交しているとすると，⟨ψ(f)

+ |Ĥ1|ψ(i)
+ ⟩の中で，ゼロでない，aを与える項は (N+1)N !

∏
l nl!

個である．これは，規格化定数分母の 2乗と同じで，結局 ⟨ψ(f)
+ |Ĥ1|ψ(i)

+ ⟩ = aとなる．
一方，φi (i ≤ N)がすべて φfin であるとすると，

ψ
(i)
+ =

1√
(N + 1)

N∏
m=1

R̂m,N+1φfin(r1) · · ·φfin(rN )φini(rN+1) (10B.18)

と書ける．det(+) の N !個の項がすべて φfin(r1) · · ·φfin(rN )となり，規格化定数分母の N !と割り切れている．こ
れに対して終状態は

ψ
(f)
+ = φfin(r1) · · ·φfin(rN )φfin(rN+1) (10B.19)

であるから，⟨φfin|Ĥ1|φini⟩ = a
√
N + 1 となり，フェルミの黄金則より，遷移確率は N + 1 倍であることが示さ

れた．
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