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3 整数量子ホール効果

IQHEの発見直後，「なぜ量子化が生じているのか」，「なぜこれほど精確な値が得られるのか」という２つの疑問

に答えようということに，多くの理論的実験的努力が払われた．その結果，まず現れたのが，これまで述べてきた局

在の議論を土台とした説明である．更にそこへ，トポロジカル不変量という革新的なアイデアが生まれ，IQHEにつ

いては一通りの決着がついたかに思われた．

ところが，そこへ現れたのが，すでに述べてきた量子ポイントコンタクトの実験から始まる Landauer公式に基づ

く電気伝導の理論の発達である．理論構築の第一人者であった Büttikerが提唱し始めたのが端状態による IQHEの

説明である．これは，mm∼cmもの大きな試料を測定しているにもかかわらず，電流は試料の端から磁気長程度従っ

て数十 nm程度の領域に存在する１次元的な状態によって運ばれているというものである．一見大変驚くべきことで

あるようにも思われるし，また一部の人には，常に無限系を考え，端の影響を排除する努力をしている物性物理学の

精神にも反するようにも感じられた．しかし，物性物理学では van Leeuwenの定理 (あるいは Bohrの定理) として

古典電子系で軌道磁性が消滅してしまうということの証明に端状態が使われ，試料の端の効果が場合によっては消し

ようがなく，全体の性質に影響を与えることが明らかにされている．Landauの軌道磁性の量子論ではこれが消える．

しかし皮肉なことに，Landau量子化が顕著になる強力な磁場では場合によってはバルクの方が消えてしまい，端の

効果のみになる，というわけである．しかも，この「端状態描像」では量子化と精確さの両方を同時に説明できる．

両者の見方は一見非常に異なっており，どちらが現実に近いのか，論争に近い状況にもなった．現在では，実験条

件によってどちらの描像が良く成立するかは変化すると考える人が多いと思う．しかし，現在でも完全にすっきり，

とはいかない問題でもある．

3.1 端のない試料

IQHE発見直後において，「なぜ精確な測定結果が得られるのか」という疑問にいち早く答えた理論は，奇しくも

「端のない」試料における思考実験であった．もちろん，端状態を意識したものではない．Laughlinが考えたのは，

図 13.1(a)のように 2DEGをくるりと半径 Rの円筒状に丸め，円筒の端に円状の電極をつける，という試料である．

磁場は円筒の芯から外部に向かって出ており，2DEGに垂直に印加されている．図のように x，y 軸を取ると，電流

は x方向に流れ，y方向は閉じてしまっているため，「端」が存在しない．更に，円筒の中心に細長いソレノイドを通

し，電流を流すことでこの中に磁束 Φを通す．この磁束は直接 2DEGに触れることはないが，2DEG上，円筒を一

周する軌道に対しては AB位相を与える．垂直磁場，およびソレノイド磁場を与えるベクトルポテンシャルは，ラン

ダウ・ゲージを用いて，

A = (0, Bx), AΦ =

(
0,− Φ

2πR

)
(13.1)

と書く．この場合，波動関数系として，式 (??)のように y 方向に伸び，x方向はサイクロトロン半径程度に局在し

たものが考え易い．
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図 13.1 (a) Laughlinの思考実験で使用された「丸められた」２次元系．2DEGは半径 Rの円筒状に丸められ，

2DEGへの磁場B は放射状になって垂直に印加されている．これに，AB位相を与えるための無限に細長いソレ

ノイドが円筒中心を通っている．電場は円筒長手方向 (x方向)にかける．(b)ソレノイド中の磁束を Φから ∆Φ

だけ増加させたときの波動関数の変化を模式的に描いたもの．

磁束 Φを∆Φだけ増加させたとする (図??(b))と，波動関数は

ψ(r) −→ ψ(r) exp

(
i
eχ(r)

~

)
, χ(r) =

∆Φ

2πR
y (13.2)

だけの位相変化を生じる．

Case I: ψ が y 方向に十分広がり円筒を１周している場合．ψ の空間的１価性より，磁束が Φの時

ψ(x, y + 2πR) = ψ(x, y) (13.3)

である．これは，結局 y 方向の波動関数変調 (k)に量子化条件を与え，これより x位置が量子化する．Φ+∆Φにな

ると
ψ(x, y + 2πR)eieχ(x,y+2πR)/~ = ψ(x, y)eieχ(x,y)/~ (13.4)

であるから，(13.2)より
∆Φ = nΦ0 (n : integer) (13.5)

となり，磁束変化の量子化 (?)が生じてしまう．(連続的ゲージ変換ができない．)

Case II: 局在により，波動関数が円筒を１周していない場合．連続的ゲージ変換ができる．

特に Case Iが問題となる．まず，ポテンシャル乱れのない系を考えると，すべて Case Iである．

A+AΦ =

(
0, B

(
x− Φ

2πRB

))
(13.6)

であるから，式 (??) の波動関数形からもわかるように，Φ が ∆Φ だけ増加することは，波動関数が x 方向に

∆x = ∆Φ/2πRB だけ移動することを意味する．(13.5)の量子化条件では，もともと許されていた状態を n個移動

する変化を与える．

乱れが入ると，Case IIも生じ，このような波動関数は移動しない．Case Iの波動関数は図 13.1(b) のようにこれら

を飛び越えながら移動する．ランダウ量子化の下では，ランダウ準位中心の非局在状態が Case IIとなり，∆Φ = Φ0

あたり電極を出入りする電子数は，Fermi準位より下にあるランダウ準位数 N である．系にかかっている電圧を V

とすると，これによるエネルギー変化は∆E = eV N である．このエネルギー変化は，電圧が x方向にかかり，Hall

電流が y 方向に流れてソレノイド方向に磁場をつくっており，この磁場とソレノイド磁場との相互作用によると考え

ることもできる．
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y 方向電流を次のように計算する．

J =

⟨∑
i

−e
m

[pyi + eAy(ri)]

⟩
1

2πRL

=

⟨
∂

∂Φ

{∑
i

1

m
[p2xi + (pyi + eAy)

2] + Vimp(ri)

}⟩
1

L

=
1

L

⟨
∂H

∂Φ

⟩
=

1

L

∂

∂Φ
⟨E⟩. (13.7)

ここで，Φによる微分を∆Φ = Φ0 による差分で代用すると，

J =
∆E

L∆Φ
= N

e2

h

V

L
= N

e2

h
Ex, (13.8)

すなわち，

σxy = N
e2

h
. (13.9)

3.2 端状態

現実の多くの系では端が存在するため，Laughlinのきれいな議論がそのまま成立するわけではない．むしろ，端

のある試料では端状態 (edge states)が IQHEの真の原因である，ということを言い出したのは Büttikerであり，そ

の論文では「現実の (端がある)試料では，バルクの美しい理論ではなく，ここに示した泥臭い理論が成立している」

と述べている．「泥臭い理論」と呼ばれた端状態の理論は，確かに即物的な印象はあったが，やがて電子間相互作用

が取り入れられてカイラル・ラッティンジャー流体理論が生まれ，更にはベリー位相に端を発したトポロジカル電流

理論が生まれ，トポロジカル絶縁体やマヨラナ粒子理論など，極めて高踏的な理論の礎となったのは，皮肉というか

不思議なめぐり合わせである．

２次元電子を y 方向に細長く切り出して y 方向に電流を流す状況を考え，ポテンシャルとしては x方向で２次元

電子を閉じ込める幅の広い「樋」のようなものを考える．

図??は，幅W（ほぼ試料の幅）の樋型のポテンシャルの中で更に磁場による閉じ込めポテンシャルを電子が感じ

る場合の有効ポテンシャルを描いたものである．試料の端から十分離れた所では V (x) = 0で，電子は磁場による放

物線形のポテンシャルを感じている，として良い．一方，端近傍では，V (x)の影響で，固有値は上昇し図 13.2のよ

うになる．この時，外部から電流を流し込まなくても ∂E/∂X が有限であるから，(??) より ⟨vy⟩は有限になり，端
に沿って電流が流れる．これは，古典的には端にぶつかりながら走るスキッピング軌道による電流に対応しており，

サイクロトロン軌道は円として閉じずに試料を一周し，電流を生じる．ただし，これは平衡状態では単に試料を回っ

ているだけであり，電極から流れ出す電流ではなく，試料の断面で積分すると零になる．このように，平衡状態で試

料全体を回って閉じるサイクロトロン軌道に対応する状態を端状態と呼ぶ．

次に，試料に電流が流れている非平衡状態について考える．この端近傍の試料の y 方向の長さを Ly として Ly で

規格化すれば，この状態の運ぶ電流は j = (e/Ly)vy であるから，適当なエネルギー基準値 E0 をとって，これより

上の状態の運ぶ，ランダウ準位あたりの電流は

J =
∑
X

e

Ly
vy =

Ly

2πl2

∫
dX

e

Ly
vy =

|e|
h

∫
dX

dE

dX

=
|e|
h
(µ− E0) (13.10)

ここで，(??)，(??)より ∑
X

=
Ly

2π

∫
dk =

Ly

2πl2

∫
dX

を用いた．この基準値以下の状態はすべて満たされているとすると，それらが運ぶ電流を試料断面で積分すると，電

流密度が (e/h)∂E/∂X で表されることから零になる．したがって，(13.10)の電流のみ考えればよい．
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図 13.3のような状況を考え，電極 A，Bの化学ポテンシャルをそれぞれ µA，µB とする．左右の端電流の差が全

体に流れる電流となると考える．すなわち，(13.10)で µ = µA，E0 = µB と置くと，J = (e/h)(µA − µB)となる

ので，

σxy =
eJ

µA − µgB
=
e2

h
(13.11)

これはランダウ準位が１つの時の伝導度であるから，ランダウ準位が ν 個あれば σxy はこの ν 倍になり，IQHEが

説明された．

これは，xと y がクロスしている部分があるだけで，ランダウアー公式の導出とほとんど同じである．あたかも端

に向きを持った１次元的な伝導チャネルが存在してそこだけを電流が流れているかのようである．すなわち，ランダ

ウアー公式は量子細線を左右に流れるチャネルがあり，その化学ポテンシャルの差が全体の電流になるとして導かれ

た．今の場合，それが試料の両端に分かれ，ホール電圧分だけの化学ポテンシャル差を持っているとしている点が

違っているだけである．ただし，QPCの時はそれ程精確な量子化が得られなかったのに，IQHEでは極めて精確に

なるのはこの違いが原因である．すなわち，QPCでは左右方向のチャネルが空間的に重なっているため，電子の向

きを反転させる散乱が容易に起こってこれは透過率 T を 1からずらしてしまう．それに対し，IQHEの場合，端状

態間にはマクロな空間的隔たりがあって散乱は全くないと考えて良く，ランダウアー公式流に言えば透過率は完全に

1である．従って，逆に試料幅を狭めて端状態間の散乱を起こりやすくすると IQHEの量子化も精確でなくなると考

えられ，実験でも確かめられている．
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3.3 TKNN公式

y 方向に電場 E がある場合のハミルトニアン ((??)で，xと y を取り替えたもの) をH0 + V (V = −eEy)と書
いて，V を摂動で扱う．エネルギー固有状態 |n⟩に対する 1次の摂動は

|n⟩E = |n⟩+
∑
m ̸=n

⟨m|(−eEy)|n⟩
En − Em

|m⟩ (13.12)

である．摂動 V により流れる Hall電流は，規格化の長さを Lとして

⟨jx⟩E =
∑
n

f(En)⟨n|E
evx
L2

|n⟩E

= ⟨jx⟩0 +
1

L2

∑
n

f(En)
∑
m ̸=n

[
⟨n|(evx)|m⟩⟨m|(−eEy)|n⟩

En − Em
+

⟨n|(−eEy)|m⟩⟨m|(evx)|n⟩
En − Em

]
(13.13)

となる．y 方向速度演算子は，Heisenberg 運動方程式 vy = 1
i~ [y,H ] より，非摂動固有状態による行列表示で

⟨m|vy|n⟩ = (En − Em)⟨m|y|n⟩/i~ と書くことができるから，

σxy =
⟨jx⟩E
E

= − i~e
2

L2

∑
n̸=m

f(En)
⟨n|vx|m⟩⟨m|vy|n⟩ − ⟨n|vy|m⟩⟨m|vx|n⟩

(En − Em)2
(13.14)

が得られる．これは，σxy に対する久保公式の一種である．

固有状態を Bloch状態 |n,k⟩に取ると，(13.14)は

σxy = − i~e
2

L2

∑
k

∑
n ̸=m

f(Enk)
⟨n,k|vx|m,k⟩⟨m,k|vy|n,k⟩ − ⟨n,k|vy|m,k⟩⟨m,k|vx|n,k⟩

(Enk − Emk)2
(13.15)

である．速度演算子を今度は群速度の表式から vµ = ∂H (k)/~∂kµ とすると，|n,k⟩による行列表示は *1

⟨m,k|vµ|n,k⟩ =
1

~
(Enk − Emk)⟨m,k|

∂

∂kµ
|n,k⟩ (13.16)

であり，また，
∂

∂kµ
⟨n,k|m,k⟩ = ∂⟨n,k|

∂kµ
+ ⟨n,k|∂|m,k⟩

∂kµ
= 0

を用いて，σxy を次のように書き換える．

σxy = − ie2

~L2

∑
k,n̸=m

f(Enk)

(
∂⟨n,k|
∂kx

|m,k⟩⟨m,k|∂|n,k⟩
∂ky

− ∂⟨n,k|
∂ky

|m,k⟩⟨m,k|∂|n,k⟩
∂kx

)

= − ie2

~L2

∑
k,n

f(Enk)

(
∂⟨n,k|
∂kx

∂|n,k⟩
∂ky

− ∂⟨n,k|
∂ky

∂|n,k⟩
∂kx

)

= − ie2

~L2

∑
k,n

f(Enk)

(
∂

∂kx
⟨n,k|∂|n,k⟩

∂ky
− ∂

∂ky
⟨n,k|∂|n,k⟩

∂kx

)
(13.17)

ここで，ベリー接続を k空間で

an(k) ≡ −i⟨n,k|∂|n,k⟩
∂k

(13.18)

と定義する．

EF が Landau準位の間 (ギャップ)に存在する場合，(13.17)の kの和は Brillouinゾーン全体で取る．従って

σxy = η
e2

h
, η ≡

∑
n

∫
BZ

d2k

2π

(
∂an,y
∂kx

− ∂an,x
∂ky

)
≡
∑
n

ηn (13.19)

*1 H |n,k⟩ = Enk|n,k⟩の両辺に ⟨n,k|(∂/∂kµ) をかけることで得られる．
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が得られる．ここでバンド nの η への寄与

ηn =

∫
BZ

d2k

2π

(
∂an,y
∂kx

− ∂an,x
∂ky

)
(13.20)

は Chern数と呼ばれる．an(k)が Brillouinゾーン全域で特異点がなく正則であれば，Stokesの定理より

ηn =
1

2π

∮
∂BZ

dk · an(k) (13.21)

である．∂BZは Brillouinゾーン境界に沿って一周することを示す．ところが，k 空間内でバンドは Brillouinゾー

ン端で周期性があるため，積分 (13.21)は同一関数を反対向きに動く積分路で積分したものの和になってゼロとなる．

すなわち，Chern数は Brillouinゾーン内に an(k)が定義できない特異点が存在する場合にのみ有限値を取り，こ

の時，Chern数は (13.21)の簡単な形には書けない．このような特異性は，一般に「局所的なゲージ選択」をするこ

とで回避される *2．すなわち，Brillouinゾーンを RI, RII, · · · に分割し，それぞれの領域で異なるゲージを取りこれ
によるベリー接続 aI,aII, · · · を定義する．この時，Chern数はそれぞれの領域の境界を回る積分の和で与えられる．

ηn =
1

2π

[∮
∂RI

dk · aI
n(k) +

∮
∂RII

dk · aII
n (k) + · · ·

]
. (13.22)

この時，各項の周回積分は，1周回の間にベクトル a(k)が何回特異点の周りを回ったかという巻き付き数 (winding

number)を示している [4]．

3.4 グラフェンのバンド構造

単層グラフェンの結晶は，図 13.4(a)のように，炭素原子が６角格子を組んだ単純な構造をしている．図に示した

菱形が単位胞で，単位格子ベクトルおよび逆格子ベクトルは，

a1 =

(√
3a/2
a/2

)
, a2 =

(
0
a

)
, b1 =

(
4π/

√
3a

0

)
, b2 =

(
−2π/

√
3a

2π/a

)
(13.23)

と書くことができる．

以下，最も簡単な近似の下，グラフェンの電子状態を計算してみる．大変粗い近似であるから，実験と比べるよう

な精度はないが，真性グラフェンにおいて，フェルミ準位位置にディラック点が来ることが結晶構造から結論される

ことは理解できる．C原子は IV族で，最外殻電子は 2s，2px，2py，2pz に詰めることになるが，結晶構造からもわ

かるように，これらは 1次結合を作ることで，sp2 混成の σ 電子と π 電子に別れ，σ 電子は共有結合を作って 6角格

子を形成しており，そのエネルギー帯は低い位置にある．従って，フェルミ準位付近で問題となるのは π 電子の方で

ある．そこで，６角格子上の π 電子系について Schrödinger方程式を考える．

これを
ψ = H ψ (13.24)

とし，図 13.4(a)のように，格子上のサイトを Aサイトと Bサイトとに分け，強束縛近似で考える．すなわち，

ψ = ζAψA + ζBψB, (13.25)

ψA =
∑
j∈A

exp(ikrj)ϕ(r − rj), (13.26a)

ψB =
∑
j∈B

exp(ikrj)ϕ(r − rj). (13.26b)

ϕ(r)は π 電子の原子波動関数，rj は格子位置である．ここで各部分格子波動関数間のハミルトニアン行列要素を

HAA = ⟨ψA|H |ψA⟩, HBB = ⟨ψB|H |ψB⟩, HAB = H∗
BA = ⟨ψA|H |ψB⟩, (13.27)

*2 例えば，磁場を与えるベクトル・ポテンシャルはある意味計算の手段に過ぎないので，全空間で同一ゲージの元で与えられる必要はない．
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図 13.4 (a)グラフェンの２次元結晶構造．炭素原子が蜂の巣的な６角格子構造を組んでいる．A位置と B位置

の２種類の面心平方格子を重ねたものと見ることもできる．(b)(a) の逆格子．a1，a2 に対応する逆格子ベクト

ルは b1，b2 である．第一ブリルアンゾーンの中心を Γ点，対称性の良い点としては，図に示した K点，M点が

ある．

とする．また，系内の原子数を 2N，すなわち

⟨ψA|ψA⟩ = ⟨ψB|ψB⟩ = N (13.28)

とする．強結合近似で ⟨ψA|H |ψB⟩ = 0とすると，式 (13.25)を (13.24)に代入してトリビアルでない (ζA, ζB)が存

在する条件から，永年方程式 ∣∣∣∣HAA −NE HAB

HBA HBB −NE

∣∣∣∣ = 0 (13.29)

が得られ，結局

E = (2N)−1
(
HAA +HBB ±

√
(HAA −HBB)2 + 4|HAB|2

)
≡ hAA ± |hAB|. (13.30)

ただし，対称性より，HAA = HBB であることを用い，また，(2N)−1 で原子あたりにした量を小文字で表した．

HAB =
∑

l∈A,j∈B

exp [ik(rj − rl)] ⟨ϕ(r − rl)|H |ϕ(r − rj)⟩r. (13.31)

ここで更に，H の行列要素は最近接波動関数にしかない，と近似する．計算するための中心原子を図 13.4(a)の A

と書かれた原子に取ると，Aから最近接原子 1，2，3までの３つのベクトルを di(i = 1, 2, 3)とすると，図から明ら

かなように，

k · d1 =
kxa√
3
, k · d2 =

(
− kx

2
√
3
+
ky
2

)
a, k · d3 =

(
− kx

2
√
3
− ky

2

)
a (13.32)

である (a = |a1| = |a2|)．また，⟨ϕ(r − rl)|H |ϕ(r − rj)⟩r の項については，対称性から全て等しく，これを ξ と

置く．結局結晶構造から残りの共鳴積分はこの繰り返しであるから，

hAB =

 3∑
j=1

exp(ik · dj)

 ξ. (13.33)

である．
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図 13.5 ３つの炭素原子最近接間結合を表すベクトル．

E

kx

ky

図 13.6 左図：グラフェンのエネルギーバンド表式 (13.34) をプ

ロットし，K 点にコーンの頂点が一致した，ディラック点が現

れる様子を示したもの．上図：ディラック・コーンを模式的に描

いた．

式 (13.32)，(13.33)を式 (13.30)へ代入することで，次のエネルギー表式が得られる．

E = hAA ± ξ

√
1 + 4 cos

√
3kxa

2
cos

kya

2
+ 4 cos2

kya

2
. (13.34)

第２項が隣接原子共鳴積分による摂動項であるが，逆格子空間で K点と呼ばれる

(kx, ky) =

(
0,±4π

3a

)
,

(
2π√
3a
,±2π

3a

)
,

(
− 2π√

3a
,±2π

3a

)
(13.35)

でゼロとなることがわかる．ky = 4π/3aとすると，kx = 0(K点の１つ)の周りで (13.34)は

E

(
kx,

4π

3a

)
≈ hAA +

√
3ξa

2
|kx| (13.36)

と表される．すなわち，K点では上側のバンドは下側にリニアな尖った形になっている．下側も同様であるから，結

局，K点では図 13.6のようにディラック点と呼ばれる，エネルギーギャップと有効質量がないバンド構造が生じる．

式 (13.34)自身は，１次元結晶の強束縛近似で余弦バンドが現れるのと同様で余り現実的なものではないが，上の

議論で K点にディラック点が現れた理由を考えると，式 (13.33)で 2π を３等分する方向に等しい共鳴積分が存在す
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図 13.7 単相グラフェンで測定された整数量子ホール効果．

ることが挙げられ，このことは，近似の精度を上げても同じ対称性が成立するため，同じようにバンド構造に現れる．

すなわち，K点は現実的にディラック点と考えて良い．

3.5 グラフェンでの実験

グラフェンを実際に作る試みは，様々に行われていたが，電気伝導において目覚しい結果を得たのは，シリコン基

板上にグラファイトを圧着し，スコッチテープで上部層を剥ぎとって，最後に残った単原子層に微細加工電極を付け

て測定するという方法で行われた．シリコン基板は低温でも金属的な伝導が可能な程度に高濃度ドープされ，上側表

面は酸化膜で覆ってあり，したがって，グラフェンとの間で一種のMOS(ただし，今の場合，Si基板が「M」の役割

を果たしている)トランジスタを形成しており，グラフェンの電子 (正孔)濃度をゲート電圧によって制御できるよう

になっている．

3.6 整数量子ホール効果

この試料に現れた量子ホール効果が図 13.7である．磁場は固定して，ゲート電圧によりキャリア数従って充填率

を変化させることで IQHEを生じさせている．正ゲート電圧が電子キャリア，負ゲート電圧が正孔キャリアに対応

する．通常の IQHEとは異なり，

σxy = 4

(
n+

1

2

)
Gq (13.37)

の位置に量子化プラトーが現れている．係数 4 の内，2 はバンド計算の時に見たように，A 部分格子と B 部分格

子とがあり (この自由度を疑スピン (pseudo-spin)と呼ぶ)この自由度が縮退しているためである．残りの 2は，図

13.4(b)からわかるように，第一ブリルアンゾーンの中に，K点が 2つ縮退して存在しているためである．このよう

にバンドの縮退によって量子化値が縮退度分だけ大きくなることは他の半導体系でも普通に見られることで，特に異

常ではない．

ついでに，半古典論の場合にグラフェンにおけるランダウ量子化がどのようになるか見ておく．バンド分散有効質

量が使えないので，有効質量を考えずに成立する一般的な性質を使用して議論し，エネルギーについては，質量のな

い粒子の相対論的な関係 E = pc(cはこの粒子の速さ)を使用する．正準運動量 pc を

pc = π − eA = ~k − eA (13.38)

と書く．サイクロトロン半径 rc は rc = ~k/eB と表すことができるから，半径 rc のサイクロトロン軌道を一周した
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際に電子が獲得する位相は，通常の電子の場合と全く同じで

2πrck + θAB = 4π
Φ

Φ0
− 2π

Φ

Φ0
= 2π

Φ

Φ0
(13.39)

となる．これが 2nπ となる条件から

r0 =
√
2nl =

√
2n~
eB

. (13.40)

エネルギー分散関係を E = c~k と書くと，

E = c~k =
√
2e~c2Bn (13.41)

となる．分散関係により n依存性が
√
nとなっているが，電子濃度に対する EF の変化も同様なのでこれは特に異常

を生じない．それ以外については，特に異常は一見ないように思われる．

しかし，式 (9.57)では通常と大きく異なる点として括弧の中に 1/2の項があり，これにより，すべてのプラトー

位置が通常より半分だけずれた位置に現れることになる．これは，単層グラフェンの K点の特異なバンド構造 *3 に

よるものである．これを見るために，ここでは，バンド構造を調べるときに見た，A，Bサブ格子に分けて考えるや

り方を再度使用する．ただし，ある K点の周りの k · p摂動を考えることにする．
波数 kの K点K からのずれを q とする．

k = K + q. (13.42)

包絡関数 ζA(q, r)，ζB(q, r) を決める固有値方程式は，

~2

2m

√
3ξ

(
0 qx − iqy

qx + iqy 0

)(
ζA
ζB

)
= E

(
ζA
ζB

)
(13.43)

となる (これからも，E が |q|に比例することがすぐにわかる)．磁場 B が入った場合をランダウゲージA = (0, Bx)

で扱うと，

~

 0 −i ∂
∂x

− i
x

l2
− ∂

∂y

−i ∂
∂x

+ i
x

l2
+

∂

∂y
0

(ζAζB
)

= E

(
ζA
ζB

)
(13.44)

である．ランダウゲージで波動関数を求めたときの手続きに習い，変数分離型

ζA(q, r) = exp(iqyy)ηA(qx, x), ζB(q, r) = exp(iqyy)ηB(qx, x) (13.45)

を仮定すると，  0 −i
(
∂

∂x
+
x

l2

)
− iqy

−i
(
∂

∂x
− x

l2

)
+ iqy 0

(ηAηB
)

= E

(
ηA
ηB

)
(13.46)

である．これを，ηA，ηB のそれぞれの方程式の形に書き直すと，[
− ∂2

∂x2
+
(
qy −

x

l2

)2]
ηA =

(
ϵ2 − 1

l2

)
ηA, (13.47a)[

− ∂2

∂x2
+
(
qy −

x

l2

)2]
ηB =

(
ϵ2 +

1

l2

)
ηB (13.47b)

と，調和振動子型になるので，エネルギーは，nA, nB = 0, 1, 2, · · · の２つの指数を使って，それぞれ

E = ±
√
2e~c2B(nA + 1), (13.48a)

E = ±
√
2e~c2BnB (13.48b)

*3 ただし，同様の構造を持つ物質は他にも存在する．また，真性半導体のフェルミ準位に位置していない例であれば相当数存在する．
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図 13.8 分数量子ホール効果測

定の代表例．

となる．この式を見ると，E = 0 に特徴的な準位があり，ただし，ここには B 部分格子に属する準位だけが存在

する．すなわち疑スピンの縮退が解けている．ブリルアンゾーン中にあるもう１つの K点について同じ計算を行う

と，(13.43)の符号が入れ替わるため，(13.48a)と (13.48b)が入れ替わって Aと Bに関する非対称性は解消するが，

E = 0の縮退が解けている点は変化がなく，従って，最初の量子化ホール伝導度のみ 2Gq となる．これ以上は，縮

退によって 4Gq となるため，式 (13.37)のように半分だけずれた量子ホール効果が現れる．

4 分数量子ホール効果

4.1 分数量子ホール効果の実験

分数量子ホール効果 (Fractional Quantum Hall Effect, FQHE) は，移動度の高い 2DEGでの実験で発見された．

これは，整数量子ホール効果でプラトー構造が現れるホール伝導度 σxy = nGq(nは整数)に対して

σxy = fGq, f =
m

n
(n : odd integer, m : integer) (13.49)

の位置に量子化プラトーが生じる，というものである．

測定の代表例とされるものが図 13.8である．IQHEも当然見えてはいるが，ρxy においては，プラトーの広さは

それほど顕著ではなく，むしろ古典論的な磁場に比例するラインに乗っていて，(13.49)に相当する位置に短いプラ

トーが現れている．これに対して，ρxx の磁場変化は大変劇的であり，(13.49)位置の短いプラトーの所でも ρxx = 0

に落ちるため，非常に激しい振動が現れている．IQHEが終了した充填率 ν < 1の領域でも FQHEの為に大変細か

い振動が現れており，特に ν = 1/2を中心に対称的な形状になっていることがわかる．

FQHEは移動度に大変敏感であり，移動度の低い試料では観測することができない．また，IQHEに比べても更

に低温でのみ観測され，活性化エネルギーは高々数 Kのオーダーである．一般に磁場が強い方が観測が容易である．

その物理に進むために，まず，電子間相互作用と電子の局在について簡単に考えておく．強磁場下の２次元電子が

不純物による乱雑なポテンシャル中にある場合，この電子は，端状態的になって不純物ポテンシャルの等高線に沿っ

て運動する．局在状態は，閉じた等高線に沿って閉軌道を運動する状態であるが，電子間相互作用は不純物ポテン

シャルに対してゆらぎを与えるため，軌道が閉じなくなって局在が解ける可能性がある．
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4.2 ラフリン (Laughlin)状態

FQHEが生じている時の電子状態は，このような電子間相互作用が強く影響した一種の電子液体状態であること

がその後の研究により明らかにされてきた．そのような多体状態に対して，BCS以来とも言える，簡潔な形で非常

に良い近似の多体の波動関数を書き下ろしたのがラフリン状態と呼ばれるものである．

IQHEの時と同様，磁場B中の xy平面２次元電子系を考える，今度は都合により対称ゲージA = (−By/2, Bx/2)
を取る．xy 面を複素平面で表す．また，距離を磁気長で測ることとし z = (x − iy)/l とすると，電子間相互作用を

加えたハミルトニアンは

H =
∑
j

[
1

2m
(−i~∇+ eA)2 + V (z)

]
+
∑
j<k

e2

|zj − zk|
(13.50)

と表すことができる．

まずは，ポテンシャルと電子間相互作用がない場合の最低ランダウ準位の１電子波動関数を考えてこれに電子を詰

めて多体の関数を作り，これが電子間相互作用の項を小さくするように取ることを考える．X2 + Y 2 を対角化，従っ

て，角運動量の固有状態となる波動関数は

ϕ(z) = p(z) exp

(
−|z|2

l2

)
(13.51)

と書くことができる．p(z)は z の多項式である．今，系の電子数を Ne として，これから多体の波動関数を作ると

ψ(z1, · · · , zNe) = f(z1, · · · , zNe) exp

(
−
∑
i

|zi|2

4

)
(13.52)

と書くことができる．パウリ原理によって，多項式 f は (1, · · · , Ne)の交換に対して反対称でなければならない．

f の一般項は，(係数)×
∏

i z
mi
i という形をしているが，これは，この項が i番目の電子が mi~という角運動量を

持った状態を表していることを示している．すなわち，この項が表す状態は全角運動量 M̂ が
∑

imi~であり，これ
はH と交換する保存量であるから，ψ もH と M̂ を同じ対角化する状態であることが望ましい．そのためには f

は斉次多項式である必要がある．

更に，相互作用項を小さくするために２体の相関を考える．i，j ２電子間の距離は |zi − zj | であるから，f を
zi − zj にのみ依存する関数 g の積と考えてみる．すなわち，

f(zi, · · · , zNe
) =

∏
i>j

g(zi − zj). (13.53)

ここで，f の反対称性から，g(z) = zq で q は奇数でなければならない．以上をまとめた

ψq(z1, · · · , zNe) =
∏
i>j

(zi − zj)
q exp

(
−
∑
i

|zi|2

4

)
(13.54)

をラフリン状態という．

強磁場下 2次元電子系には強い電子間相関に伴い，様々な基底状態が存在することが明らかになっているが，この

ラフリン状態は，その嚆矢として，分数量子ホール効果をよく説明する状態として現れたものである．関数形からも

わかるように，電子間相互作用を下げるようにできており，厳密対角化を使った有限系での厳密解にも近いことが知

られている．

4.3 ラフリン状態の占有率

式 (13.54)のラフリン状態において，指数の前についている多項式について考えるとひとつの指数 iで指定される

電子座標 zi の最大べきはM = (Ne − 1)である．このべきの項が，電子 iの角運動量が最大値M~を取る状態を表
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しており，半径
√
2Mlの円の周りに lだけ広がった (z 平面では l = 1とする)軌道を取る．Ne 個のランダウ準位に

対応する面積は 2πl2Ne であるから，この項が表す状態の占有率は

ν =
2πl2Ne

π × 2Ml2
=
Ne

M
=

Ne

(Ne − 1)q
≈ 1

q
(13.55)

であることがわかる．多数の項中で軌道半径が最も大きなものが，このように１つの電子に最大の角運動量を与える

タイプのものであるから，この項の占有率が ψq 自身の占有率になると考えられる．すなわち，逆に言うと，占有率

によって対応するラフリン状態の q が決定されてしまう．

4.4 励起状態

(13.54)からの励起について考える．各電子の角運動量が 1だけ増加する状態を考え，
∏

i ziψq とする．

∏
i

ziψq =
∏
i

zi
∑

Am1,m2,···z
m1
1 zm2

2 · · · zmNe

Ne
exp

−
∑
j

|zj |2

4

 (13.56)

=
∑

Am1,m2,···z
m1+1
1 zm2+1

2 · · · zmNe+1
Ne

exp

−
∑
j

|zj |2

4

 (13.57)

と各項について展開した形に書く．この
∏

i zi との積をとる操作は，各電子の角運動量を増加させると共に，原点 *4

に波動関数のゼロ点を導入している．ゼロ点周りでは，最小ランダウ半径 l程度の大きさで電子波動関数振幅が小さ

くなるので，負電荷密度が減少し，背景正電荷によりゼロ点付近に正電荷があるように見え，これを準粒子とみなす

ことができる．

ここで更に
∏

k(zk − z0)
q をかけて，点 z0 に q 個の準粒子を導入する．ここへ，更に z0 に１個の別の空間的広が

りが lの電子を付け加える操作を行うと，

∏
k

(zk − z0)
q
∏
i<j

(zi − zj)
q exp

(
−
∑
l

|zl|2

4
− |z0|2

4

)
(13.58)

となり，結局これは１個だけ電子が多く，空間的に一様なラフリン状態に他ならない．q個の正電荷を持つ準粒子 (準

正孔)と電荷 −eの電子が対消滅してやや広がったラフリン状態が生じた形であるから，結局準粒子１個が持つ電荷
を e/q と考えて良いことになる．

4.5 複合フェルミオン描像

ラフリン状態 (ν = 1/q)では，電子は互いに距離を置こうとするので，ある電子の近傍だけ見れば，一様な磁場中

に１個の電子があるように見える．ν = 1のランダウ準位では，ちょうど１個の電子あたりに１量子磁束 Φ0 分の磁

場がかかっているので，このラフリン状態では１個の電子あたりの磁束量子の数は q である．そこで，このような電

子を，偶数 (2k)本の量子磁束を元々持っている「粒子」と考えてみる．このような粒子はラフリン波動関数に戻っ

て考えればフェルミ統計に従うので，複合フェルミオン (composite fermion, CF)と呼ぶ．「複合フェルミオン」が

感じる磁場は，磁束 q − 2k 本分ということになる．

すなわち，q− 2k = 1は CFの占有率を nとして n = 1の IQH状態とみなせる．同様に，1/(q− 2k) = n > 1の

場合，nが整数のところでやはり IQH状態が生じる．これらは，CFが広がった状態であるから，すなわち，電子波

動関数が広がった状態であると考えることができる．この時，元の電子の占有率 ν は

ν =
1

q
=

1

2k + 1/n
=

n

2kn+ 1
(13.59)

*4 もちろん，これは
∏

i(zi − z0)とすれば，任意の点 z0 にゼロ点を導入できる．
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である．これは，k = 1に対して 2/5，3/7，4/9，· · · という比較的観測されやすい FQH系列を与える．更に，これ

らを次の基底状態とすることで，観測された FQH状態を説明できる．すなわち，電子の FQHを CFの IQHとして

解釈することができる．ν = 1/2まわりの ρxx が対称で電子のゼロ磁場状態に近く見えるのも，CFの SdH振動と

して解釈することができる．
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付録 M：ベリー位相

固有エネルギー En の固有状態 |n⟩の時間発展は ψn = e−iEnt/~|n⟩と書けるが，ハミルトニアンH がパラメタ・

セット R に依存し，これが断熱的な時間発展 R(t) をするものとする．考えている準位 n では縮退がないものと

する．

H [R(t)]|n,R(t)⟩ = En[R(t)]|n,R(t)⟩. (M.1)

状態 ψn の時間発展は Schrödinger方程式

i~
∂ψn

∂t
= H [R(t)]ψn (M.2)

で表される．(M.1)と (M.2)の違いに注意しておこう．

R

t

Qn , ÷
ø

ö
ç
è

æ
- tQE

i
Qn n )(exp,

h

Q

R( )t

右図のように，|n,Q⟩はあるパラメタセット Qに対する固有方程式 (M.1)の解であり，ハミルトニアンにおいてパ

ラメタが時間変化しなければ Schrödinger方程式の解は |n,Q⟩ exp(−En(Q)t/~)である．(M.2)で時間発展が表さ

れる ψn は「断熱的」変化により nでラベル付けされる準位に張り付いており，ある t = t1 でR(t1) = Qになった

とすると，ψn(t1) = |n,Q⟩ × (位相因子)と書けるはずである．これを次のように書こう．

ψn(t) = exp

[
iγn − i

~

∫ t

0

dt′E[R(t)]

]
|n,R(t)⟩. (M.3)

右辺の括弧中第 2項は，tの各点で「通過中」の |n,R(t)⟩が持つ累積位相因子を足しあわせたものであるから当然付
く因子であり，それ以外の第１項が断熱変化によるベリー位相 (Berry phase)である．

(M.3)を (M.2)へ代入すると(
H − i~

∂

∂t

)
ψn = 0

=

(
H − i~

∂

∂t

)
exp

[
iγn − i

~

∫ t

0

dt′E[R(t)]

]
|n,R(t)⟩

=exp

[
iγn − i

~

∫ t

0

dt′E[R(t)]

](
H + ~

dγ

dt
− En[R(t)]− i~

∂

∂t

)
|n,R(t)⟩ (M.4)

である．左から ⟨n,R(t)|を掛けて

dγn
dt

= i⟨n,R(t)| ∂
∂t

|n,R(t)⟩ = i⟨nR(t)|∇R|n,R(t)⟩ · dR(t)

dt
(M.5)
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であるから，R空間内をパラメタが tに対して系が断熱的となるように動いてあるループ C を描いて元の点に戻っ

たとすると，このループ運動について付くベリー位相は周回の時間を T として

γn[C] = i

∫ T

0

dt
dR

dt
· ⟨n,R(t)|∇R|n,R(t)⟩

= i

∮
C

dR · ⟨n,R(t)|∇R|n,R(t)⟩ (M.6)

である．

ここで，
An(R) ≡ −i⟨n,R(t)|∇R|n,R(t)⟩, Bn(R) ≡ rotRAn(R) (M.7)

と置く．An(R)，Bn(R)はそれぞれベリー接続，ベリー曲率と呼ばれる．ゲージ変換

|n,R⟩′ = exp(iΛ(R))|nR⟩ (M.8)

を考える (ΛはR空間内で連続なスカラー関数)と，ベリー接続は

A′
n(R) = −i⟨n,R|e−iΛ(R)|∇Re

iΛ(R)|n,R⟩ = An(R) +∇RΛ(R) (M.9)

と変換される (ゲージ不変でない)のに対して，ベリー曲率は

B′
n(R) = rotRA′

n(R) = rotRAn(R) = Bn(R) (M.10)

よりゲージ不変であることがわかる．これらを使ってベリー位相は次のように与えられる．

γn[C] = −
∮
C

dR ·An(R) = −
∫
S

ds ·Bn(R). (M.11)

ここで，S は曲線 C で縁取られた曲面で，２つの曲面 S1，S2 を考えると，これらが与えるベリー位相は，2nπ (n

は整数)の不定性を除いて一致しなければならないから，∫
S1

ds ·Bn(R) =

∫
S2

ds ·Bn(R) + 2nπ. (M.12)

これより，C で縁取られた任意の単連結閉曲面 Sc でBn を積分すると∫
Sc

ds ·Bn(R) = 2nπ (M.13)

が得られる．ただし，面積要素ベクトル dsは，常に閉曲面の外側向き垂直成分を拾うようにする．式 (M.13)はモ

ノポールに対する量子化条件 (Diracの量子化条件)と呼ばれる．
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