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3.1.2 渦糸の量子化 (その２，続き）

単一の渦糸について，GL方程式に沿って渦糸構造を考えよう．芯が原点にあるとすると，軸
対称性を考え，

ψ = ψ0f(r)eiθ (31)

とおく．磁場も軸対称であるから，原点から距離 rの磁場を h(r)，また，ベクトルポテンシャ
ルAは，角度 θ方向の単位ベクトルを θと書いて

A = A(r)θ (32)

と書ける．A(r)はベクトルポテンシャルの定義より

A(r) =
1

r

∫ r

0

r′h(r′)dr′ (33)

となるべきである．芯の中心付近でも h(r)に特異性はないであろうから，

A(r) ≈ h(0)r

2
r ∼ 0.

一方，十分遠方では磁束の量子化から∮
C

A · ds = 2πrA∞ = Φ0 ∴ A(r) ≈ Φ0

2πr
r ∼ ∞

である．
(31)をGL方程式 (29)に代入すると，f について次の非線形方程式が得られる．

f − f 3 − ξ2

[(
1

r
− 2πA

Φ0

)2

f
1

r

d

dr

(
r
df

dr

)]
= 0. (34)

が，これには更に，A(r)が一般の rに対して含まれており，超伝導電流も電磁気的に含めて解
かなければならない．
以上を数値的に解くことも行われているが，簡潔に本質を見るため，大幅な近似を行って渦

糸の様子を見てみよう．
ξ ≫ λの場合は，ξより大きなスケールの変化を問題にする場合，渦芯以外では ζ = 1とす

る近似もあり得て，ロンドン極限と呼ばれる．散々出てきた電流の表式

j =
eρ

m
(~∇θ − 2eA)

について，両辺の回転 (rot)を取ると，単連結の場合はもちろん，右辺第 1項の rotはポテンシャ
ル流であるからゼロになるが，今は r = 0に vortexが存在して超伝導が破れており，この特異
点を取り巻く回転はゼロではなく，n = 1の vortexの場合，ストークスの定理より∫

S

rot∇θdr =

∮
C

θ · ds = 2π
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図 1: 渦糸周囲の秩序パラメーターψ，遮蔽電流
j，磁場 hの様子を模式的に描いたもの．

であるから，ξ → 0によって，limξ→0 rot∇θ = 2πδ(r)zである．ここで，δ(r)は vortex磁束に
垂直な面内での 2次元 δ関数で，zは z方向の単位ベクトルである．そこで，磁場をh(r)と書
くと，この近似は次の方程式の形にまとめられる．

λ2rot j + h = zΦ0δ(r). (35)

div h = 0より，rot j = ∇2hであり，hは対称性より z成分のみを持ち，更に円筒座標 (r, φ, θ)

で考えると，hz = hは rにのみ依存する．これについて (35)を書き直すと

1

r

d

dr

(
r
dh

dr

)
− 1

λ2
h = −Φ0

λ2
δ(r) (36)

となり，これを r → ∞で h = 0として解くと，

h(r) =
Φ0

2πλ2
K0

( r
λ

)
(37)

が得られる．K0は 0次の変形 Bessel関数で，初等関数で表すことはできないが，漸近形は

h(r) ≈ Φ0

2πλ2

(
ln
λ

r
+ 0.12

)
(ξ ≪ r ≪ λ) (38)

≈ Φ0

2πλ2

(
π

2

λ

r

)1/2

e−r/λ (λ≪ r) (39)

と書くことができる．
以上の様子をまとめると，図 1のようになる．HC1は，渦糸生成のために必要な磁場エネル

ギー，∇θによる秩序パラメーターの運動エネルギーの和と，磁場排除のためのエネルギー上
昇が等しくなる磁場であり，ここでは計算は示さないがここまでの近似の範囲では

HC1 =
Φ0

4πλ2
lnκ (40)

と求められる．一方，HC2は通常，n = 1の渦糸で超伝導体内が埋め尽くされる磁場であり，

HC2 =
Φ0

2πµ0ξ2
(41)

と見積もられる．
nの値は量子化条件からは無数にとりうるが，渦糸のエネルギーが n2に比例することから

n ≥ 2の渦糸は通常はできにくい．n = 1の渦糸が超伝導体内でどのように配置しているのか
見るために２本の平行な渦糸の間の相互作用を考える．渦糸１，２の位置を r1，r2とする．磁
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束密度Bの下での磁束 Φの持つ電磁エネルギーは ΦB/2µ0であるから，この２つの渦糸系の
エネルギーE12はもう一方の渦糸の作る磁場 (37)中に１つの渦糸を置いた時の電磁エネルギー
の２倍と考えて良く，

E12 = 2
Φ0

2
h(|r1 − r2|) =

Φ2
0

2πµ0λ2
K0

(r12
λ

)
(42)

と表される．特に (42)は重要な性質であり，距離の対数に依存することは，渦糸系が「２次元
クーロンガス」[2]を実現した実体モデルとして考え得ることを示している．実際，Kosterlitz-
Thouless転移など非常に興味深い現象が実験的に見いだされている．

3.1.3 Josephson効果

Josephson効果が最初に発見されたのは，２つの超伝導体をトンネル接合でつないだ系（Joseph-
son接合）である．以下では，とりあえずこのような系を仮定して議論を進める．しかし，以
下の議論の中身でもわかるとおり，マクロ波動関数で記述される系に一般的な現象であり，原
理的にはBECを示すどのような系で見えても良いはずである．実際，超流動ヘリウムでも，ト
ンネルではないという意味ではやや Josephson効果とは異なるが，AC-Josephson効果に相当す
る音波の発振現象が観測され，レーザー冷却原子気体においても類似現象が見られている．

Josephsonはトンネルハミルトニアン形式からよりミクロな導出を行ったが，ここでは，本
質が見やすい形で，思い切り粗く，定性的な導出を行う．図のように，接合方向に x軸を取り，
原点を左の超伝導体の右端，トンネルバリアの厚さを dとする．秩序パラメタ ψの絶対値は最
大で ψ0 =

√
a/bであるから，|u(x)| ≤ 1の複素数 u(x)を考えると，磁場が小さくAが無視で

きるという近似の下で，GL方程式は

ξ2d
2u

dx2
+ u− |u|2u = 0 (43)

と書ける．ここで，文献 [4]に従うと，(43)の中では，d2u/dx2の項が dominantであり，他は
無視しても良い．すると，結局 d2u/dx2 = 0という極めて簡単な形になるので，

u(x) = α+ βx

と展開する．電極では秩序パラメタが完全な形 |ψ| = ψ0であるとすると，電極での境界条件は{
x = 0 u = 1

x = d u = eiθ
(44)

であるから，
u(x) =

(
1 − x

d

)
+
x

d
ei∆θ (45)
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図 2: Josephson接合の模式図
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となる．第１項が左電極からのマクロ波動関数の沁みだし，第２項が，右電極からのしみ出し
を示している．この時，再度，電流密度の表式

j =
e~

2mi
(ψ∗∇ψ − (∇ψ∗)ψ) (46)

に，この秩序パラメタを代入して

j =
e~

2mi
ψ2

0

[{(
1 − x

d

)
+
x

d
e−i∆θ

} (
−1

d
+
ei∆θ

d

)
−

(
1 − x

d
+
x

d
e1∆θ

) (
−1

d
+
e−i∆θ

d

)]
=

e~
md

ψ2
0 sin∆θ (47)

が得られる．
(47)は，左右電極に電位差がなくても，位相差∆θ によって有限な電流が流れうることを示

している．これを直流 Josephson効果と呼ぶ．(47)からわかるように，この電流密度には，最
大値 jcが存在し，

jc =
e~
md

ψ2
0 (48)

である1 ．この最大電流を，Josephson臨界電流と呼ぶ．
接合に電圧 V が生じている時，V は左右の電気化学ポテンシャルの差である．マクロ波動関

数を ψ =
√
ρeiθと書き，ρは空間的に一定で時間変化もないとする．時間に依存するGL方程

式 (TDGL方程式)も，線形化の範囲内では Schrödinger方程式と同型に書け，定常状態では

i~
∂ψ

∂t
= −~ψ

dθ

dt
= Eψ (49)

となる．従って，電圧 V 状態は，E1 − E2 = 2eV と書くことができ，

d(θ1 − θ2)

dt
= −2e

~
V = −2π

V

Φ0

(50)

である．(50)を Josephsonの加速方程式と呼ぶことがあるが，これを積分して (47)に代入する
と，定数項を零として

j = −jc sin

(
2π

V

Φ0

t

)
(51)

となる．(51)は，電圧 V が生じている時，超伝導電流は周波数 f = 2eV/h = V/Φ0で振動して
いることを示している．これを交流 (AC)Josephson効果という．

Josephson電流の式 (47)が非線形であることから，外部から一定周波数の摂動がかかると，AC
Josephson効果との間で干渉が生じる．接合に外部から周波数 f0のマイクロ波を加えたとする
と，接合は一種のアンテナとして働くため，f0の摂動が生じ，接合を定電流で駆動したとする
と，f を f0へ「引き込もう」とする現象が生じる．このため，電圧が

Vn = nΦ0f0 (n = 1, 2, · · · ) (52)

の位置でプラトーを持つ電流電圧特性が得られる．図 3に例を示した．このプラトーをシャピ
ロ (Shapiro)ステップと呼び，電圧標準として使用されている．

1この値は当然，∆θ = π/2の時に得られる．また，基底状態は∆θ = 0である．これに対して秩序パラメタの
対称性と接合の向き次第では πが基底状態となる場合があり，π接合と呼ばれている．
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図 3: Nb-Nbの Josephson接合に現
れたシャピロステップを生じた電
流電圧特性．横軸は電流，縦軸は
電圧で，マイクロ波の強度を変化
させながら測定している．データ
は見やすいように電流方向にマイ
クロ波強度ごとにシフトしている．

3.2 BCS理論

フェルミ粒子系はパウリ原理によって１つの状態に凝縮することはできない．しかし，超
伝導現象が何らかの意味で「凝縮」であることは，様々な実験により明らかであった．この基
盤の上にGL理論が建設された．さて，１粒子状態への凝縮が不可能であれば，２粒子の状態
φ(r0)φ(r0 + r)を考え，ここへの凝縮は，粒子の入れ替えに関する対称性からは可能であろう．
Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS)理論は，実際にこれが起こり得ること，この状態を考えること
で様々な実験が定量的に説明できることを示した．少し遅れて，ほぼ等価だが数学的にはより
簡明な Bogoliubov理論が提出された．
ここではそのさわりを紹介する．理想気体 Fermi球はもちろんそのままでは２粒子状態を形

成しない．これは電子間クーロン相互作用を考えても同様であることは，Landauのフェルミ液
体論によって示されている．従って，２粒子 (対)状態を生じさせるためには何らかの電子場以
外の自由度が必要である．この「さわり」として示すべきは，(1)対状態の形成可能性があるこ
と，(2)対状態へ凝縮した多体状態が実現できること，である．

3.2.1 クーパー対

本来クーロン力で反発し合うはずの電子の間に引力が働き，更には対を形成してしまう，と
いうのがクーパー (Cooper)対である．まず，何とか「対を作らせよう」と考え，それに立ち塞
がる障害を検討していくことにしよう．

1. クーロン反発をどうするか

2. 引力の元は何なのか

3. ペアにしてしまえるのか

1.は当然，面倒な問題である．まず考えられることは，電子同士がある程度空間的に離れて
いれば，その間に入ってくる他の電子の数は金属では膨大になるから，これによってクーロン
相互作用は遮蔽されてしまうであろう，ということである．実際トーマス・フェルミ遮蔽長は
金属中では 40-50pmと格子定数よりもずっと小さく，格子変形を要因とする力が働くスケール
では第一近似としてはクーロン相互作用は働かない．現実にはプラズモン励起などもう少し難
しい問題があるが，ここでは遮蔽されるとして考えないことにしよう．
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図 4:「堅い」フェルミ球に k，−kにスピン ↑↓の電
子ペアを付け加える問題の模式図．

2.の引力の源は，現在通常超伝導体 (conventional superconductors)と呼ばれる物質群において
は格子振動 (フォノン)の場がそれを担うことができる．これはすぐ後で見てみることにしよう．

3.も大変な問題である．金属のフェルミエネルギーは数 eVと極めて大きく，電子は 1000km/s
を超える猛烈なスピードで運動しており，これらを束縛するのは一見非常に難しく思える．そ
こでまず，3．について見ることにし，次のような問題を考えよう．完全に満たされたフェルミ
球があるとし，これに表面ぎりぎりの所に新たに 2個の電子を付け加えるとする．ペアの重心
は動かないものとして k1 = −k2 ≡ kとする．ペアの間には，フォノンに起因する引力 V が働
いているとする．これは，フェルミ球がある場合の 2体問題であるから，相対座標 r ≡ r1 − r2

で考えて良い．また，スピンは最も単純に 1/2 (α)，−1/2 (β)と考え，スピン軌道はなく，スピ
ン部分は

1√
2
(α1β2 − β1α2)

と，反対称化されているとする．軌道部分 φ(r)をフーリエ展開して

φ(r) =

∫
dk

(2π)3
g(k)eik·r (53)

とする．全体を反対称化するため軌道部分は対称でなければならないから，

g(k) = g(−k)

である．k表示の波動関数 g(k)，問題設定から k < kFでは振幅を持たない．相互作用 V の影響
で 2電子のエネルギーは変動し，g(k)もこれに相当する空間で振幅を持つ．フォノンのエネル
ギーはデバイ振動数をωDとして~ωDが上限であるから，g(k)が振幅を持つのはEFとEF +~ωF

の間の薄皮のような部分と言うことになる．

g(k) = 0 k < kF,
√

2m(EF + ~ωD)/~

対の実空間 Schrödinger方程式を(
−~2

m
∇2 + V (r)

)
φ = (2EF + ϵ)φ
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と書くと，V = 0の時は固有値は 2EFであるから ϵが相互作用によるエネルギーシフトと言う
ことになる．k空間で書くと

2ϵkg(k) +

∫
dk′

(2π)3
g(k′)V (k − k′) = (2EF + ϵ)g(k) (54)

となる．ϵk ≡ ~2k2/2mで V (k)は V (r)のフーリエ変換である．
V の最も簡単な形として，k = q + k′として

V (q) =

{
−V0 EF ≤ ~2k2/2m ≤ EF + ~ωD

0 others
(55)

を考えると，(54)は

(−2ϵk + ϵ+ 2EF)g(k) = −V0

∫
dk′

(2π)2
g(k′) (56)

である．

g(k) =
V0

2ϵk − ϵ− 2EF

∫
dk′

(2π)3
g(k′)

として，両辺を kでフェルミ面球殻内で積分すると，∫
dk

(2π)3
g(k) =

∫
dk

(2π)3

V0

2ϵk − ϵ− 2EF

∫
dk′

(2π)3
g(k′)

である．g(k)の積分は両辺で割り切れてしまうので，E ≡ ϵk − EFとおいて，

1 =
V0

(2π)3

∫
dk

2E(k) − ϵ
= V0

∫ ~ωD

0

N(E)

2E − ϵ
dE (57)

が得られる．考えている球殻内でN(E)は一定 (N(0))と近似すると，

N(0)V0

2
ln

(
ϵ− 2~ωD

ϵ

)
= 1 (58)

となり，|ϵ| ≪ ~ωDとすると，

ϵ ≈ −2~ωD exp

(
− 2

N(0)V0

)
(59)

で，必ず負の解を持っていることがわかる．すなわち，エネルギーが高くてつかまらないどこ
ろか，どんなに弱い結合でも引力である限りは束縛状態を作ってしまうことがわかった．
どうしてこのようなことになるのだろうか？計算を見てわかる通り，k空間の真ん中にフェ

ルミ球が居座っていることが束縛状態の原因である．ロケットが地球の引力圏を振り切るには
ある程度以上の速度が必要なように，引力圏を振り切る際には，振り切ることで増加するポテ
ンシャルエネルギーに見合う運動エネルギーを支払う必要がある．ところが，運動エネルギー
の低い状態は他の電子ですっかり埋められているので，電子は運動エネルギーを失うことがで
きない．結局弱い引力ながら対になった電子は，引力によって少しずつ向きを変えながら互い
の周りを回るようになる．
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図 5: (a)１フォノンを吸収して電子が qか
ら q+ kへ散乱される過程．(b)１フォノン
を放出して電子が qから q + kへ散乱され
る過程．

では，どんな風に回るのだろうか？今考えているのは，フェルミ球を除けば本質的に２体問
題で，水素原子などと同類の問題である．従って，軌道角運動量によって s，p，d，といった
対の作り方があると考えられる．これらは実験例で見ることにしよう．ただ，上で調べたモデ
ルは，「カチカチのフェルミ球」に電子対を付け加えたものであり，もちろん，物理的な現実と
の乖離は大きい．「クーパー対形成に対してフェルミ球が不安定である」ということを数学的に
示したものと捉えるべきである．

3.2.2 フォノン引力

より現実的なBCSモデルに進む前に，フォノン場によって引力が生じることを確認しておこ
う．電子フォノン相互作用がない時，基底状態は，電子系はフェルミ球，フォノン系はフォノン
がすべて消滅しているフォノン真空と考えられる．すると，この基底状態に対する電子フォノ
ン相互作用による摂動は，1次摂動項は存在せず (１次摂動ではゼロフォノン状態に戻れない），
主要項が２次摂動になって必ず基底状態のエネルギーを下げるため，引力が発生する．
以上が簡単なスケッチであるが，一応計算も示しておこう．ハミルトニアンは

H = He +Hv +Hev (60)

He =
∑
kσ

a†kσakσ (61)

Hv =
∑

q

~ω
(
b†qbq +

1

2

)
(62)

Hev = − 1√
V

∑
pkσ

αka
†
p+kσapσ(bk + b†−k) (63)

と書くことができる．Hevが相互作用である．図 5に示したように，第１項が (a)のフォノン吸
収過程，第２項が (b)のフォノン放出過程を表している．
無摂動のH0 ≡ He +Hvの固有状態のうち，フォノンがいないフォノン真空と波数 kのフォノ

ンが１個だけ存在する状態を考えることにし，電子状態の index i，最低エネルギー状態のフォ
ノン数 nと波数 kで指定される状態を |i, n, k⟩，固有エネルギーをE

(nk)
i と書こう．Hevは基底

状態 {|i, 0,−⟩}に対する摂動であり，これを作用させることで，n = 1の状態の重ね合わせにな
るので，明らかに

⟨i, 0,−|Hev|j, 0,−⟩ = 0

であり，従って，摂動の主要項は２次摂動になる．
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図 6: ２次摂動を与える過程．最初の散乱で波数 kの
フォノンが放出され，これを第２の電子が吸収して
散乱される．２つの散乱過程を表すのがHevであり，
散乱間の仮想励起状態の時間発展を示すのがプロパ
ゲーター (E −H0)

−1である．

(H0 +Hev)Ψ = EΨ

として，Ψを n = 0, 1の状態で展開する．

Ψ =
∑

i

ci|i, 0,−⟩ +
∑
j,k

dj,bsk|j, 1,k⟩ (64)

これを上の式に代入し，⟨i, 0,−|，⟨i, 1, k|との積を取ることで，次の連立方程式が得られる．
(E − E

(0)
i )ci =

∑
jk

⟨i, 0,−|Hev|j, 1, k⟩dj

(E − E
(1k)
j )dj =

∑
i

⟨j, 1, k|Hev|i, 0,−⟩ci
(65)

djを消去すると，
(E − E

(0)
i )ci =

∑
jk

⟨i, 0,= |Heff |j, 0,−⟩cj (66)

ただし，

Heff = Hev
1

E −H0

Hev (67)

である．上の式は，実際に (65)を代数的に解いてみることで確認できるが，図 6のようなプロ
セスを表している．すなわち，右側のHevは電子がフォノンを放出して散乱され，(E −H0)

−1

によってフォノン１個の状態が伝播し (このため摂動論ではプロパゲーターと称する．Green関
数を使った摂動論についての詳細は，[5]などを参照．)，左の hevでフォノンを吸収して２番目
の電子が散乱される．
確認のため，摂動項を計算しておく．Hev|j, 0,−⟩で生き残るのは，a†

pkapb
†
k (スピン指数は省略)

であるから，(E−H0)
−1Hev|j, 0,−⟩は (E− ϵp+k + ϵp −~ωk)

−1|l, 1, k⟩を生じる．⟨i, 0,−|で期待
値を取ることから，左のHevで生き残るのは a†q+kaqbkの項である．結局，bkの項は，(E−H0)

−1

による係数項を生じて 1となり，残った演算子は akの反交換関係を使って

a†q+kaqa
†
p−kap = a†papδq,p−k + a†q+ka

†
p−kapaq

と書き換えられる．この内，最初の項は，電子系全体のエネルギーをシフトさせるだけであり，
無視すると，第２項は，図 6の過程を表しているのは明らかである．結局Heff は次のように書
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き換えられる．

Heff = − 1

2V

∑
k,q,p

α2
k

(
1

~ωk − ϵp−k + ϵp
+

1

~ωk + ϵq+k − ϵq

)
a†q+ka

†
p−kapaq. (68)

ここで重要な仮定を置く．フォノン放出過程において電子系のエネルギー変化 ϵp−k − ϵpに比
べてフォノンのエネルギー ~ωkは十分大きいとする．これは，前節で考えた「堅いフェルミ球」
のモデルではもちろん正しく，電子がフェルミ球表面近くの薄い球殻内で散乱される過程を考
えている．この場合は，(68)の係数の分母中の ϵq等は無視できて

Heff = − 1

2V

∑
q,k,p

(
2α2

k

~ωk

)
a†q+ka

†
p−kapaq (69)

となり，電子間にエネルギーを下げる相互作用を生じる．相互作用強度は実空間では電子間距
離が近い方が強く，従って引力を表している．最初に述べたことの繰り返しになるが，引力の
元となっているのは，２次摂動による仮想過程によりエネルギーの高い状態が混入してくるこ
とである．このような摂動は，常に状態間反発を通して基底状態のエネルギーを下げ，このた
め，相互作用は引力となる2 ．
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2では，光子を媒介とするクーロン力はなぜ引力と斥力の両方が出るのか．事情ははるかに複雑であり，興味深
く，また驚くべきものである．場の量子論を学ぶ皆さんの興味ある課題である．
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