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BCS(類似)状態あるいはほぼ等価な理論の導入法には色々ある．ここではもっとも素朴な方
法を紹介するが，Bogoliubov変換を用いた最も一般的な方法については [1]，Grassmann数を
導入して補助場を使い，Hubbard-Stratonovich変換を用いて導入する方法については，[2]など
が良い教科書である．

3.2.3 BCS基底状態

超伝導が「２電子状態への凝縮」であるとする．電子場の演算子を

ϕ̂σ(r) =
1√
L3

∑
k

eik·rakσ, ϕ̂†
σ(r) =

1√
L3

∑
k

e−ik·ra†kσ (70)

と定義し，「２電子状態」を消滅させる場の演算子を ϕ̂↑(r)ϕ̂↓(r) と書くと，凝縮状態 |Φ⟩では

Ξ(r) ∝ ⟨Φ|ϕ̂↑(r)ϕ̂↓(r)|Φ⟩ (71)

が有限な値を持ち，これが秩序パラメーター (マクロ波動関数)に他ならない1．
では，このような「凝縮状態」をどのように実際に構成するか？クーパー対波動関数をφcp(r1, r2)

と置いて，全体の波動関数を座標表示で

Φ(r1, · · · , rN) =
N−1∏

i=1,3,···

φcp(ri, ri+1) (72)

と積の形で書いてしまうと，Φは，対間の電子の入れ替えに対して反対称にならない．ここで，
クーパー対の一般的な大きさを見積もってみる．前々副節で見たように，クーパー対の k空間
での広がりは，フェルミ球表面近傍の球殻である．引力を使ってエネルギー的に得をする幅を
∆ϵとすると，

∆ϵ ∼ ~2kF

m
∆k

より，

∆x =
1

2∆k
=

~2kF

2∆ϵm
=

~vF

2∆ϵ
(73)

で，これは，∆ϵを絶対零度での超伝導ギャップ (後出)∆(0)で置き換えると，ピパード (Pippard)

長と呼ばれる長さ

ξP =
~vF

π∆(0)
(74)

1その意味は明らかであろうが念のため書いておくと，凝縮が生じていなければ電子対を１つ消せば，消す前の
状態とは直交してしまい，(71) はゼロである．凝縮が生じているため，対を消しても他にマクロな数の対が存在
し，有限な秩序パラメタが生じる．
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にほぼ等しい．これは，転移温度の低い一般の超伝導体では使える波数空間の狭さに対応して
大変長い距離であり，µmのオーダーである．このような系では空間的に膨大な数のクーパー
対が重なり合っており，対間の電子交換に関する反対称性も満たされる必要がある．
そこでまず，(k,−k)に電子対を生成する演算子

B†
k ≡ a†−k↓a

†
k↑ (75)

を考える．自由電子ガス系に対しては，電子の「真空」状態 |0⟩に対してB†
kを作用させ，

|ΦF⟩ =
∏

k≤kF

B†
k|0⟩ (76)

とすることで，フェルミ球状態が得られる．フォノン引力があると，この k空間内の分布に再
配置が生じる．このことを考えるため，分布のユニタリー性を保つためのパラメーター集合
{uk, vk}を考える．ただし，

u2
k + v2

k = 1, uk, vk ≥ 0 (77)

とする．この時，
|Φθ⟩ =

∏
k

(uk + eiθvkB
†
k)|0⟩ (78)

を考える．(77)より，
⟨0|(uk + e−iθvkBk)(uk + eiθvkB

†
k)|0⟩ = 1

で，⟨Φθ|Φθ⟩ = 1である点に注意しよう．
ここで考える (k,−k)の対は，フォノンによる引力を入れたクーパー対状態ではなく，空間

的には広がっている．しかし，「対状態」の考えが取り入れられ，また，１つの波数状態を占め
る電子数はスピンまで入れて高々2であるから，パウリ排他率をも満たしている点に注意しよ
う．(78)について実際に (71)を見てみよう．

⟨Φθ|ϕ̂↑(r)ϕ̂↓(r
′)|Φθ⟩ =

1

L3

∑
k,l

⟨Φθ|ak↑a−l↓|Φθ⟩ei(k·r−l·r′)

=
1

L3
eiθ
∑
k

ukvke
ik·(r−r′) (79)

∴ Ξ(r) ∝ 1

L3
eiθ
∑
k

ukvk. (80)

(78)でフェルミ球状態 (76)を表すためには，uk = 0, vk = 1であるから，(80)はゼロとなり，対
形成によってフェルミ球状態に再分布が生じ uk ̸= 0となって秩序パラメタが生じるようになっ
ている．この時，秩序パラメタが (80)のように「位相表示」と呼ばれる形 (

√
ρeiθ)になってい

ることにも注意しておこう．
実際に uk，vkがどのようになるか考える．これまで見てきたことから，BCSモデルのハミ

ルトニアンを

HBCS =
∑
kσ

(
~2k2

2m
− µ

)
a†kσakσ − g

L3

shell∑
k,k′,q

a†k+q↑a
†
k′−q↓ak′↓ak,↑ (81)
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図 1: BCSハミルトニアンの第２項を模式的に描い
たもの．

と書き出す．フォノン引力を表す第２項の和は，k，k′，k + q，k′ − qで指定される状態がEF

の上下 ~ωDの範囲になるように取る．(78)で期待値を取ると，|Φθ⟩は |0⟩から生成していたの
で，akには vkB

†
kの項のみ値を持つ (以降，混乱のない場合，ベクトル記号とスピンを省略する

ことがある)．
⟨Φθ|a†kak|Φθ⟩ = 2v2

k.

次に，a†k+q↑a
†
k′−q↓ak′↓ak,↑の項を考えると，|Φθ⟩で期待値を取るときには k′ = −kの場合のみ

値が存在し，この時この項は k + q ≡ lとおいて，B†
lBkと書くことができる．期待値の表式中

からこの演算子により変更を受ける kと lの部分を取り出して書くと

⟨0|(uk + vkBk)(ul + vlBl)B
†
lBk(uk + vkB

†
k)(ul + vlB

†
l )|0⟩

= ⟨0|(uk + vkBk)vl × vk(ul + vlB
†
l )|0⟩ = ukvkulvl

以上から，自由エネルギーを次のように書き出すことができる．

F = U − µN

= 2
∑
k

(ϵk − EF)v2
k +

∑
k,k′

Vkk′uk′vkukvk′ . (82)

ここで ξk ≡ ϵk − EFとして例によってポテンシャルを

Vkk′ =

{
−V0 (|ξ| < ~ωD)

0 (otherwise)
(83)

と簡単化する．
以上の条件下で vkについての変分法を行う．停留値条件 ∂F/∂(v2

k) = 0より，

2ξk −
V0

L3

1 − 2v2
k

vkuk

∑
|ξk′ |<~ωD

uk′vk′ = 0 (84)

であり，

∆ ≡ V0

L3

∑
|ξk′ |<~ωD

uk′vk′ (85)
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図 2: BCS状態を作った時の電子対の存在確率 v2
kをエネルギーの関数として模式的に描いたも

の．EFとの大小関係はたぶんに誇張されている．左は分布の様子を模式的に描いたもの．

と置くと，(77)を使って ukを消去し，次の v2
kに関する２次方程式が得られる．

v4
k − v2

k +
∆2

4(ξ2 + ∆2)
= 0. (86)

これを解いて 
u2

k =
1

2

(
1 +

ξk√
ξ2
k + ∆2

)

v2
k =

1

2

(
1 − ξk√

ξ2
k + ∆2

) (87)

が得られる．

3.2.4 エネルギーギャップと準粒子の質量

∆の条件を求めると，Ek ≡
√
ξ2
k + ∆2と置いて，

∆ =
V0

L3

∑
|ξk|<~ωD

[
1

2

(
1 − ξk

Ek

)
1

2

(
1 +

ξk
Ek

)]2

=
∆

2

V0

L3

∑
|ξk|<~ωD

1

Ek

(88)

となる．ここで，kの和を積分に換えると，容易に実行できて，

1 =
N(0)V0

2

∫ ~ωD

−~ωD

dξ√
ξ2 + ∆2

= N(0)V sinh−1

(
~ωD

∆

)
(89)

が得られた．更に，N(0)V0 ≪ 1という弱結合の近似を使うと，

∆ = 2~ωD exp

(
− 1

N(0)V0

)
(90)

と，２電子の場合に似た表式に到達した．この∆を超伝導のエネルギーギャップと呼ぶ．

4



DkDk

D

-D

00 0

EE E

N E( )

(a) (b) (c)

図 3: (a) は，フェルミ球に
電子，あるいは正孔を加えた
時のエネルギー分散，(b), (c)

は，BCS基底状態からの素励
起（準粒子）の分散 (b)と状態
密度 (c)を模式的に示したもの．

今，電子系に外部から波数 k = kF +∆kの電子を付け加えることを考えると，常伝導体でフェ
ルミ球状態の場合は，必要なエネルギーは

Ek ≈ ~vF∆k (91)

と，∆kに対してリニアである．
超伝導状態の場合を考える．自由エネルギー (82)の中で，(k,−k)のペアの寄与分を考えると

F (k,−k) = 2ξkv
2
k − 2

V0

L3
vkuk

∑
|ξk′ |<~ωD

vk′uk′ = ξk

(
1 − ξk

Ek

)
−

√
1 − ξ2

k

E2
k

∆

= ξk −
ξ2
k + ∆2

Ek

= ξk − Ek (92)

となる．ここで，２項目に２がかかっているのは，k → kと k′ → kの２つの場合を考慮したも
のである (スピンを考慮した，と言っても同じ)．(k,−k)を取り除いて kの電子を付け加える
場合のエネルギーの変化分は

−F (k,−k) + ξk = Ek =
√
ξ2
k + ∆2 (93)

となって，図 3のように，フェルミ面上下に∆のギャップが開く2．
(a)の分散関係は，音波や電磁波と同じ線形な，「分散のない」状態である．すなわち，質量

ゼロの粒子を表している．これに対して (b)の超伝導状態では，エネルギーが ~ΩDよりも小さ
な領域では２次曲線で近似できて有限な質量を持つ粒子を表している．これは，ゲージ対称性
が破れて秩序パラメーターが生じると共に，質量ゼロだった粒子が有限の質量を獲得した，と
いうことを表している [3]．

3.2.5 コメント：対称性の破れ

粒子数の決まった状態 |ψN⟩を考え，これで例えば場の演算子 ϕ̂(x)の期待値を取ると当然ゼ
ロになってしまう．密度行列 ⟨ϕ̂†ϕ̂⟩などの物理量であればゼロでない値を持つ．しかし，複素

2この計算の際，もちろん EF 分は除いて計算されているので，ペアを除いて１個の電子を付け加えた過程で
あっても，「本来ペアになることで得するはずだったエネルギー」が計算されるので 1個付ける時に必要な余分な
エネルギーが得られる．
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数の秩序パラメタが生じることを考えると，

⟨ψN−1|ϕ̂(r)|ψN⟩

のような非対角要素が秩序パラメタに近い．
そこで，N の重ね合わせ状態

|ψ⟩ =
m∑

i=−m

|ψN+m⟩

を考えると，N ≫ 1であれば，|ψ⟩による ϕ̂の期待値は複素数の秩序パラメタそのものになる．
BCS状態が，異なるN の重ね合わせ状態になっていることを確かめよ．
ただし，この状態が，ゲージ不変性を破っていることは明らかである．
→ Bogoliubov-Andersonモード
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